
Finance : aspects mathématiques et numériques

TD 8

Exercice 1 - Modèle de Vasicek
Dans le modèle de Vasicek (1977), la dynamique du taux court est modélisée par

drt = a(b− rt)dt+ σdWt,

où (Wt)t≥0 est un mouvement brownien sous P∗ (une probabilité qui fait des prix de tous les zéro-coupons
actualisés des martingales) et (a, b, σ) ∈ (R∗

+)
3. On note (Ft)t≥0 la filtration naturelle de (Wt)t≥0. On

cherche à calculer le prix du zéro-coupon de maturité T dans ce modèle.
1. Exprimer la valeur en t, P (t, T ), du zéro-coupon de maturité T en fonction de (rs)t≤s≤T .
2. Soit Xt = rt − b. Montrer que X est un processus d’Orstein-Uhlenbeck solution de

dXt = −aXtdt+ σdWt.

3. En déduire que rt = b+ (r0 − b)e−at + σ
∫ t

0
e−a(t−s)dWs.

4. Quelle est la loi de rt ? Que dire de P∗(rt < 0)? Quelle est la loi limite de rt quand t tend vers
l’infini ?

5. Montrer que

a

∫ T

t

Xsds = σ(WT −Wt) +Xt −Xte
−a(T−t) − σ

∫ T

t

e−a(T−s)dWs

En déduire que pour toute fonction f positive

E

(
f

(∫ T

t

Xsds

) ∣∣∣Ft

)
= ψ(Xt),

où ψ(x) = E
(
f
(∫ T−t

0
Xx

s ds
))

, où (Xx
t )t∈[0,T ] est l’unique solution de l’équation différentielle

stochastique
dXx

t = −aXx
t dt+ σdWt; X

x
0 = x.

6. En déduire que P (t, T ) = F (T − t, rt − b) où F (θ, x) = e−bθE∗
(
e−

∫ θ
0 Xx

s ds
)

.

7. Montrer que
∫ θ

0
Xx

s ds est une gaussienne dont on calculera la moyenne et la variance puis calculer
F (θ, x).

8. En déduire que
P (t, T ) = e−(T−t)R(T−t,rt),

où R(T − t, rt), le taux d’intérêt moyen sur la période [t, T ], est donné par la formule

R(θ, r) = R∞ − 1

aθ

(
(R∞ − r)(1− e−aθ)− σ2

4a2
(1− e−aθ)2

)
avec R∞ = limθ→+∞R(θ, r) = b− σ2

2a2
.
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9. Ecrire l’équation différentielle stochastique satisfaite par P (t, T ). Vérifier que, dans le modèle de
Vasicek, la volatilité du zéro-coupon est déterministe et vaut

σT
t = −σ

a

(
1− e−a(T−t)

)
.

Dans le modèle de Vasicek, on ne peut pas en général calibrer le modèle à tous les prix P obs(T ) des zéro-
coupons observés sur le marché à t = 0. Le modèle de Vasicek généralisé, drt = a(b(t) − rt)dt + σdWt,
où b est une fonction déterministe du temps, permet ce calibrage. La fonction b, supposée dérivable, joue le
rôle d’un paramètre de dimension infinie - infinie comme le nombre de prix de zéro-coupons qu’on souhaite
calibrer. On pose Xt = rt − b(t).

10. Montrer que
∫ T

0
Xtdt ∼ N (mT , vT ) avec

mT =
1

a

(
X0

(
1− e−aT

)
− b(T ) + b(0) +

∫ T

0

e−a(T−u)b′(u)du

)
vT =

σ2

a2

(
T +

1− e−2aT

2a
− 2

1− e−aT

a

)
11. En déduire P (0, T ).

12. On note f(0, T ) = −∂ lnP (0,T )
∂T

le taux forward instantané de maturité T à la date 0. Calculer
∂f
∂T

(0, T ) + af(0, T ) et en déduire que le modèle permet de retrouver les prix observés P obs(T )
si et seulement si

b(t) =
1

a

∂f obs

∂T
(t) + f obs(t) +

σ2

2a2
(1− e−2at),

où f obs = −∂ lnP obs(T )
∂T

.
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