Calcul stochastique et finance
Examen du 10 juin 2026 (8h30-11h00)

On se donne sur un espace de probabilité (€2, F,P) un mouvement brownien standard
(Bt)t>0 de filtration naturelle (F;)¢>o0.

Couverture partielle

On se place dans le cadre du modele de Black&Scholes sur l'intervalle de temps [0, 7).
On considére un marché financier qui comporte un actif sans risque de prix SY = e’ &
Iinstant t et un actif risqué de prix S; a 'instant ¢ dont I’évolution est régie par I’équation
différentielle stochastique

dSt = O'StdBt + /.,LStdt, SQ = S50

ou o > 0 est la volatilité, 4 € R le rendement et sg > 0 le cours initial de l'actif. On notera

" e oo dP* QBT_(T—H;QT . B
P* la probabilité de densité¢ m = e ° 20 par rapport a P sous laquelle (W; =

By + 1) 4cqo,m) est un mouvement brownien. On note I I'espérance sous la probabilité P
et E* celle sous la probabilité P*.

Pour 0 < K < L < o0, on s’intéresse a une option européenne d’échéance T' et de payoff
@r(St) ot ¢r(x) = (x — K)T 1<y (Call up and out).
1. Exprimer le prix V; de l'option en ¢ € [0, 7] sous forme d’une espérance condition-
nelle.
2. Montrer que V; = v(t,.S;) pour une fonction v(t, ) que 'on précisera.

3. Rappeler (sans démonstration) I’équation aux dérivées partielles satisfaites par la
fonction v.

4. Calculer d(e”""v(t, Sy)) et en déduire que (e""v(t, S¢))iejo,r] est une P*-martingale.
5. Vérifier que ¢r(z) = (x — K)* — (z — L)* — (L — K)1{,> 1.

6. Soit t € [0, T[. Pour z,¢ > 0, on pose di(z,{) = a\/lTTt (ln(a:/ﬁ) +(r+ %2)(T — t))

et dy(x,l) = di(x,() — o/T —t. Vérifier que E*[1yg,~py|Fi] = N(d2(St, L)) ou
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Ny) = [Y e = %. Calculer £ N/ (dy(z, L)) puis exprimer a 'aide des fonctions

dy et do la quantité d’actif risqué a détenir a l'instant ¢ dans le portefeuille de
couverture. Quelle est la quantité d’actif sans risque & détenir en ¢ 7

On considere maintenant une option européenne d’échéance T et de payoff H Fr mesurable
tel que P(H > 0) = 1, P(H > 0) > 0 et E*[H?] < oco. Afin de diminuer le cotit de
la couverture, on se donne un facteur 8 €]0,1] et on cherche & maximiser la probabilité
P(Vr(B) > H) de surcouverture parmi les stratégies admissibles de valeur initiale V(8) <
BE*[e~"T H] dont on note V;(B) la valeur en t € [0, T.

7. Montrer que pour une telle stratégie, E*[H 1y, (3)>m}] < SE*[H].
dQ H

dP* — Er(H)"

8. Justifier que l'on peut définir une probabilité Q par

Pour a > 0, on pose A, = {j£ > aj& }
9. Vérifier que pour A € F, 14, — 14 = 1a,n4c — lanae. En déduire le signe de
(4 — a2 ) (Lo, — 1) puis que Q(Aq) = Q(4) = P(4q) > P(4).

10. On suppose que oy > 0 est tel que E* [HlAa*] = SE* [H].




(a) Montrer que VA € F t.q. E*[H14] < SE* [H], P(A,,) > P(A).

(b) En déduire que P(Vp(5) > H) < P(A,,) pour toute stratégie admissible de
valeur initiale Vp(8) < BE*[e "1 H].

(c) Soit V,** la valeur en t € [0,7] de 'option européenne d’échéance T et de
payoff H1,,, . Vérifier que A,, C {V* > H} et calculer V**. En déduire que
B(Vf" > H) = B(Aa,).

(d) Conclure que le portefeuille de couverture de cette option maximise la proba-
bilité de surcouverture sous la contrainte de budget.

11. Pour o > 0, on pose f(a) = %

(a) Pour a > 0, vérifier que 14, j]g < L‘%dcgk et en déduire que f(a) < P(4a)

vaut limg 400 f()? Et f(0)7

(b) Vérifier que pour A € F, Q(A) = E[dg jﬁg 14] et en déduire que fl% = dg j&.

(c) Vérifier que pour o > 0, f(a) = Q (le% < &)' Lorsque P (‘;% = 7) = 0 pour

«

tout a > 0, montrer que f est continue sur [0, +oo[ et en déduire 'existence de
oy € [0, +oo[ tel que E* [HlA .| = BE* [H].
Sz
E[S;]
2

13. Vérifier que S = s exp(’yaWt—I—’y(r—";)t). En déduire que E*[S]] = s} T (r (=15t
Quelle équation différentielle stochastique dirigée par le mouvement brownien (W;),c(o,7)
est-elle satisfaite par (S} );co,r]?

dP ST
daP~ — E* [s“f]

12. On pose v = 5. Vérifier que & = et en déduire que

On suppose désormais que 1'option est un call de strike K >0: H = (Sp — K)*

aE*[57]
~ Bk (&~ )T

(a) Vérifier que Ay = {gy,a(ST) > 0} et {% = é} = {gy,a(ST) = 0}.

(b) Lorsque v < 0, vérifier que g5 o est décroissante sur |0, +-o00[ puis que I’équation
Gv,a(x) = 0 admet une unique solution z, dans 0, +oo[ et que z, €]K, +00l.
Préciser {z > 0: g,,o(z) > 0}.

(c) Lorsque 7y €]0, 1[, vérifier I'existence de y € [K, +00[ tel que g, o est strictement
croissante sur |0, y] puis strictement décroissante sur [y, +oo[. En déduire que
I'équation g () = 0 admet une unique solution z, dans ]0, +oo] et que z, €
|y, +o0]. Préciser {x > 0: gy o(z) > 0}.

(d) Lorsque v = 1, vérifier que soit g, est strictement croissante sur 0, K] puis,
suivant la valeur de «, soit croissante soit strictement décroissante sur [K, 00|
auquel cas 'équation g, o(x) = 0 admet une unique solution x, dans ]0, +oo|
et x4 €]K, +oo[. Préciser {x > 0: g, () > 0} dans les deux cas.

(e) Lorsque v > 1, vérifier que I’équation g o(x) = 0 admet au plus deux solutions
dans ]0, +ool.

(f) Que vaut P (% = é) ? En déduire qu'il existe ay € [0, +00] tel que f(ay) = 5.

14. Pour « €]0, +o00[, on définit g« :]0,+00[> z — 27

On suppose désormais v < 1 et 3 €]0, 1].
15. Vérifier que a, > 0 et (St — K)T14,, = ¢r(S7) pour une valeur de L & préciser.
16. Vérifier que la probabilité historique (i.e. sous P) que le call soit couvert sous la
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contrainte de budget est N ( ik (ln(xa*/so) (72 — 1) )) ouN(y) = [Y e = ji.
17. Du point de vue de la couverture des risques, est-il satisfaisant que la valeur terminale
du portefeuille soit nulle sur les scenarios qui conduisent aux plus grandes valeurs

du payoff de 'option ?




