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Introdu
tion

Mes travaux de re
her
he ont essentiellement porté sur l'interprétation probabiliste d'équa-

tions d'évolution non linéaires dans le but de 
onstruire des méthodes numériques pour

résoudre 
es équations. Ma thèse [T℄ e�e
tuée sous la dire
tion de Sylvie Méléard, qui


ontient les arti
les [A1℄ [A2℄ [A3℄ [A4℄ et dont l'arti
le [A5℄ est en partie tiré se 
on
entre

sur les équations de la forme �

t

u =

P

i;j

�

2

ij

�

ij

(u) �

P

i

�

i

�

i

(u), auxquelles la première

partie de 
ette synthèse est 
onsa
rée. Même si depuis, j'ai 
ontinué à travailler sur 
es

équations [A6℄ [A9℄ [A11℄ [A12℄ [C2℄ [A13℄, je me suis également intéressé à d'autres pro-

blèmes.

La se
onde partie de 
ette synthèse trouve sa 
ohéren
e non pas dans le type d'équations

traité mais dans le fait que 
es équations modélisent le 
omportement de polymères.

La troisième partie est 
onsa
rée au problème issu des mathématiques �nan
ières du 
al
ul

du prix d'une option améri
aine. Comme fon
tion du 
ours du sous-ja
ent et de la durée

jusqu'a l'é
héan
e, 
ette fon
tion est solution d'une inéquation aux dérivées partielles, que

l'on peut voir 
omme une équation d'évolution non linéaire.

En�n, dans la quatrième partie, je fais le point sur mes a
tivités d'en
adrement et sur ma

parti
ipation à des 
ontrats industriels.

Première partie

Interprétation probabiliste et

approximation parti
ulaire pour des

équations de la forme

�

t

u =

P

i;j

�

2

ij

�

ij

(u)�

P

i

�

i

�

i

(u)

Les équations d'évolution non linéaires auxquelles je me suis intéressé s'é
rivent de façon

plus détaillée :

(

�

t

u(t; x) =

P

d

i;j=1

�

2

x

i

x

j

�

ij

(u(t; x))�

P

d

i=1

�

x

i

�

i

(u(t; x)); t > 0; x = (x

1

; : : : ; x

d

) 2 R

d

u(0; x) = u

0

(x); x 2 R

d

(1)

où � : R ! R

d�d

et � : R ! R

d

. Dans le 
as dégénéré � � 0, (1) est une équation de


onservation s
alaire de type hyperbolique.

L'idée d'asso
ier des pro
essus de di�usion non linéaires à 
ertaines équations d'évolution

remonte à M
Kean [39℄. Cet auteur est à l'origine de l'équation de M
Kean-Vlasov qui

s'é
rit :

�

t

P

t

=

d

X

i;j=1

�

2

x

i

x

j

(A

ij

[x; P

t

℄P

t

)�

d

X

i=1

�

x

i

(B

i

[x; P

t

℄P

t

) (2)
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où 8t � 0, P

t

est une mesure de probabilité sur R

d

et pour � : R

d

� R

d

! R

d�d

et

b : R

d

� R

d

! R

d

lips
hitziennes et bornées,

8x 2 R

d

et 8� probabilité sur R

d

; A[x; �℄ =

1

2

Z

R

d

�R

d

�(x; y)�

�

(x; z)�(dy)�(dz)

B[x; �℄ =

Z

R

d

b(x; y)�(dy)

D'un point de vue probabiliste, l'équation (2) peut s'interpréter 
omme une équation de

Fokker-Plan
k (ou Kolmogorov forward) non linéaire, 
ar elle se met sous la forme

�P

t

�t

= L

�

(P

t

)P

t

où pour � probabilité sur R

d

, L

�

(�) est l'adjoint formel de l'opérateur di�érentiel du

se
ond ordre L(�) dé�ni par

8' 2 C

2

b

(R

d

); L(�)'(x) =

d

X

i;j=1

A

ij

[x; �℄�

2

x

i

x

j

'(x) +

d

X

i=1

B

i

[x; �℄�

x

i

'(x):

Pour 
onstruire sur C([0;+1);R

d

) une probabilité P qui fait du pro
essus 
anonique

X

t

; t � 0 un pro
essus de di�usion de générateur L(P

t

) dépendant du temps t au travers

de la marginale P

t

= P Æ X

�1

t

de P , l'outil naturel est un problème de martingales non

linéaire. Une probabilité P sur C([0;+1);R

d

) est solution du problème (PM) issu de P

0

si 8' 2 C

2

b

(R

d

)

M

'

t

= '(X

t

)� '(X

0

)�

Z

t

0

L(P

s

)'(X

s

)ds est une P -martingale:

La 
onstan
e de l'espéran
e de la martingaleM

'

t

entraîne que si P est solution de (PM)

alors t ! P

t

est solution faible de l'équation de Fokker-Plan
k (2) pour la 
ondition

initiale P

0

.

On peut montrer par une te
hnique de point �xe (voir Sznitman [55℄ p.172) l'existen
e et

l'uni
ité traje
torielle et en loi pour l'équation di�érentielle sto
hastique qui est asso
iée

au problème (PM) :

(

X

t

= X

0

+

R

t

0

�[X

s

; P

s

℄dW

s

+

R

t

0

B[X

s

; P

s

℄ds

P est la loi de X

oùW est un mouvement brownien d-dimensionnel. Du fait de la présen
e des marginales de

la loi de la solution dans les 
oe�
ients � et B, il n'est pas possible de simuler dire
tement

la solution de 
ette équation di�érentielle sto
hastique par un s
héma de dis
rétisation en

temps du type s
héma d'Euler. En revan
he, si on se donne (X

i

0

)

i2N

�

une suite de variables

initiales I.I.D. suivant la loi P

0

et indépendamment (W

i

)

i2N

�

une suite de mouvements

browniens indépendants à valeurs R

d

, on peut simuler le système de n parti
ules en

intera
tion faible dé�ni par l'équation di�érentielle sto
hastique :

X

i;n

t

= X

i

0

+

Z

t

0

�[X

i;n

s

; �

n

s

℄dW

i

s

+

Z

t

0

B[X

i;n

s

; �

n

s

℄ds; 1 � i � n (3)
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où la marginale P

s

in
onnue est rempla
ée par la mesure empirique à l'instant s : �

n

s

=

1

n

P

n

i=1

Æ

X

i;n

s

. Le 
ouplage 
e système ave
 les pro
essus indépendants de loi 
ommune P :

X

i

t

= X

i

0

+

Z

t

0

�[X

i

s

; P

s

℄dW

i

s

+

Z

t

0

B[X

i

s

; P

s

℄ds

permet d'obtenir l'estimation traje
torielle

8T > 0; sup

n

p

nE (sup

t�T

jX

i

t

�X

i;n

t

j) < +1

(voir [55℄). En 
onséquen
e, pour tout sous-système �xé i

1

< i

2

< : : : < i

k

, la loi

de (X

i

1

;n

; : : : ; X

i

k

;n

) 
onverge étroitement vers P


k

lorsque n ! +1. D'un point de

vue heuristique, on peut voir 
e résultat de la façon suivante : '(X

i

1

;n

t

) � '(X

i

1

0

) �

R

t

0

L(�

n

s

)'(X

i

1

;n

s

)ds est une martingale et dans le passage à la limite, la mesure empi-

rique d'un nombre 
roissant de parti
ules de même loi que X

i

1

;n

s

s'appro
he de 
ette loi

en dépit de l'absen
e d'indépendan
e. Ainsi la loi de X

i

1

;n


onverge vers la solution P du

problème (PM). En outre, l'in�uen
e sur 
ette parti
ule des parti
ules d'indi
es i

2

; : : : ; i

k

devient négligeable du fait du fa
teur de normalisation 1=n dans la dé�nition de la mesure

empirique. L'indépendan
e à l'instant initial des variables X

i

1

0

; X

i

2

0

; : : : ; X

i

k

0

se transmet

aux instants ultérieurs et les pro
essus X

i

1

;n

; X

i

2

;n

; : : : ; X

i

k

;n


onvergent en loi vers des

pro
essus indépendants. Ce phénomène appelé propagation du 
haos est équivalent à la


onvergen
e en probabilité des mesures empiriques �

n

(
onsidérées 
omme des variables

aléatoires à valeurs dans les probabilités sur C([0;+1);R

d

)) vers P . Tout l'intérêt de la

démar
he réside dans 
ette 
onvergen
e : on peut appro
her la solution de l'équation de

M
Kean-Vlasov à l'aide de la mesure empirique du système de n parti
ules.

Il y a une di�éren
e importante entre l'équation (1) et l'équation de M
Kean-Vlasov (2) :

dans la première, la non-linéarité est lo
ale au 
ontraire de la se
onde où les 
oe�
ients

A[x; �℄ et B[x; �℄ s'expriment 
omme des intégrales par rapport à la mesure �. Le 
ara
tère

lo
al rend l'interprétation probabiliste beau
oup plus déli
ate : seule une fon
tion peut

être solution faible de l'équation (1). Je me suis intéréssé à trois appro
hes qui permettent

de surmonter 
ette di�
ulté.

La première appro
he est la plus naturelle : elle 
onsiste à 
onstruire une probabilité P sur

l'espa
e C([0;+1);R

d

) telle que 8t > 0; P

t

= p(t; x)dx et la fon
tion p(t; x) est solution

faible de (1).

La se
onde appro
he qui portera le nom d'appro
he gradient dans la suite 
onsiste à

dériver l'équation (1) par rapport à 
ha
une des 
oordonnées spatiales x

i

; 1 � i � d. De


ette façon on obtient un système d'équations qui présente une non-linéarité non-lo
ale.

C'est à 
e système �gradient� que l'on asso
ie d mesures de probabilité sur C([0;+1);R

d

).

En�n la troisième appro
he repose sur l'introdu
tion d'une équation de type 
inétique qui

permet d'appro
her la solution entropique de l'équation de 
onservation s
alaire obtenue

en �xant � � 0 dans (1). Cette équation 
inétique s'interprète 
omme une équation de

Fokker-Plan
k non linéaire.
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1 Appro
he dire
te

Cette appro
he est possible lorsque �(u) = a(u)u ave
 a(u) matri
e symétrique positive

et �(u) = b(u)u. L'équation (1) s'é
rit alors

�

t

u =

d

X

i;j=1

�

2

x

i

x

j

(a

ij

(u)u)�

d

X

i=1

�

x

i

(b

i

(u)u) = L

�

d

(u)u (4)

où pour y 2 R, L

�

d

(y) est l'adjoint de l'opérateur di�érentiel du se
ond ordre L

d

(y) dé�ni

par

8' 2 C

2

b

(R

d

); L

d

(y)'(x) =

d

X

i;j=1

a

ij

(y)�

2

x

i

x

j

'(x) +

d

X

i=1

b

i

(y)�

x

i

'(x):

On asso
ie à 
ette équation de Fokker-Plan
k non linéaire le problème de martingales

suivant : on dit qu'une probabilité P sur C([0;+1);R) telle que 8t > 0, P

t

= p(t; x)dx

est solution du problème (PMd) issu de P

0

si 8' 2 C

2

b

(R

d

),

M

'

t

= '(X

t

)� '(X

0

)�

Z

t

0

L

d

(p(s;X

s

))'(X

s

)ds est une P -martingale:

Si P est solution de (PMd), la fon
tion p est solution faible de (4) pour la 
ondition

initiale P

0

.

Le 
ara
tère lo
al de la dépendan
e en P des 
oe�
ients du problème de martingales

(PMd) pose problème pour dé�nir des systèmes de parti
ules en intera
tion analogues

à (3). La solution introduite par Oels
hläger [43℄ 
onsiste à 
onvoler la mesure empirique

�

n

ave
 une approximation de l'identité V

n

(x) = V

1

(x=�

n

)=�

d

n

où V

1

est une densité de

probabilité sur R

d

régulière et (�

n

)

n

une suite de nombres stri
tement positifs qui 
onverge

vers 0. Pour � t.q. ��

�

= 2a, on obtient alors le système de parti
ules en intera
tion

modérée :

X

i;n

t

= X

i

0

+

Z

t

0

�(V

n

� �

n

s

(X

i;n

s

))dW

i

s

+

Z

t

0

b(V

n

� �

n

s

(X

i;n

s

))ds; 1 � i � n: (5)

Pour montrer un résultat de propagation de 
haos analogue à 
elui du modèle de M
Kean-

Vlasov, il faut réussir à 
ontr�ler le terme V

n

� �

n

, malgré l'explosion de l'approximation

de l'identité V

n

en 0 pour n! +1.

L'appro
he tout juste dé
rite n'est pas nouvelle : de nombreux auteurs ont étudié le

problème (PMd) ou son équivalent en termes d'équation di�érentielle sto
hastique no-

tamment dans le 
as parti
ulier de l'équation de Burgers visqueuse (d = 1, �(u) = u=2,

�(u) = u

2

=2) (Calderoni et Pulvirenti [18℄, Sznitman [54℄, Oels
hläger [43℄), mais aussi

dans le 
as de généralisations de 
ette équation (Roynette et Vallois [48℄) ou dans 
elui

de l'équation des milieux poreux (d = 1, � � 0, �(u) = u

q

; q > 1) (Inoue [29℄ [30℄, Bena-


hour, Chassaing, Roynette et Vallois [9℄). En 
e qui 
on
erne les résultats de propagation

du 
haos pour des systèmes de parti
ules en intera
tion modérée du type (5), on peut

mentionner les travaux de Calderoni et Pulvirenti [18℄, d'Oelshläger [43℄ et de Méléard et

Roelly [42℄.
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Dans [A4℄, ave
 Sylvie Méléard, nous nous intéressons au 
as régulier, où P

0

possède

une densité par rapport à la mesure de Lebesgue p(0; x) régulière, � est une appli
ation

régulière et uniformément elliptique de R dans les matri
es d � d symétriques positives

et b une appli
ation régulière de R dans R

d

. Nous montrons que l'équation di�érentielle

sto
hastique

(

X

t

= X

0

+

R

t

0

�(p(s;X

s

))dW

s

+

R

t

0

b(p(s;X

s

))ds

p 2 C

1;2

b

([0; T ℄� R) est telle que la loi de X

t

est p(t; x)dx

possède alors une unique solution. La loi P de 
ette solution satisfait le problème (PMd)

issu de p(0; x)dx. En 
ouplant le système de parti
ules (5) ave
 les pro
essus non linéaires

indépendants de loi P :

X

i

t

= X

i

0

+

Z

t

0

�(p(s;X

i

s

))dW

i

s

+

Z

t

0

b(p(s;X

i

s

))ds;

nous montrons que si �

n


onverge vers 0 su�samment lentement,

8T > 0; lim

n!+1

E (sup

t�T

jX

i

t

�X

i;n

t

j

2

) = 0:

Cette estimation qui implique la propagation du 
haos 
onstitue, à notre 
onnaissan
e, le

premier résultat de 
onvergen
e pour un système de parti
ules ave
 intera
tion modérée

dans le 
oe�
ient de di�usion.

Dans le 
as de la dimension d = 1, nous étudions la vitesse de 
onvergen
e de la mesure

empirique �

n

vers P . Nous obtenons que pour une suite 


n

! +1 bien 
hoisie, les �u
-

tuations 


n

(�

n

�P ) 
onsidérées 
omme des pro
essus à valeurs dans un espa
e de Sobolev

à poids 
onvergent dans L

1

vers un pro
essus déterministe. La vitesse de 
onvergen
e 


n

est beau
oup plus lente que 
elle obtenue dans le 
adre du modèle de M
Kean-Vlasov où

p

n(�

n

� P ) 
onverge vers un pro
essus non pas détermiste mais gaussien.

Dans [A3℄, je m'interesse en dimension d = 1 à un 
as parti
ulier beau
oup moins régulier

dans la mesure où la 
ondition initiale P

0

est égale à Æ

0

, la masse de Dira
 en 0. En

revan
he les 
oe�
ients �(u) = u=2 et �(u) = ujuj

q�1

=q ave
 q � 2 demeurent réguliers.

Es
obedo, Vasquez et Zuazua [25℄ ont montré que l'équation 
orrespondante

�

t

u =

1

2

�

2

xx

u� juj

q�1

�

x

u; u(t; :)!

t!0

Æ

0

admet une unique solution u positive régulière sur (0;+1) � R. D'après Roynette et

Vallois [48℄, 8t > 0; ku(t; :)k

L

1

� k=(t^1)

1

q

. Cette majoration donne l'idée de modi�er le

problème (PMd) en introduisant une fon
tion

~

b(t; v) telle que

~

b(t; u(t; x)) = u(t; x)

q�1

=q

et que t ! k

~

b(t; :)k

L

1

(R)

est intégrable en 0. Je montre ainsi l'existen
e d'une unique

probabilité P sur C([0;+1);R) telle que P

0

= Æ

0

, 8t > 0; P

t

= p(t; x)dx et 8' 2 C

2

b

(R),

M

'

t

= '(X

t

)� '(0)�

Z

t

0

1

2

'

00

(X

s

) +

~

b(s; p(s;X

s

))'

0

(X

s

)ds est une P -martingale:

Cette probabilité fournit une représentation probabiliste de la solution u au sens où

8(t; x) 2℄0;+1[�R; p(t; x) = u(t; x).

En utilisant des résultats d'Oels
hläger [43℄, j'obtiens ensuite un résultat de propagation

du 
haos vers P pour le système de parti
ules dé�ni 
omme (5) ave
 � � 1, b(:) rempla
ée

par

~

b(s; :) et �

n

= 1=n




; 0 < 
 < 1. Toute la di�
ulté dans l'étude de 
e modèle est liée

à l'explosion de t! k

~

b(t; :)k

L

1

pour t! 0.
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2 Appro
he de type gradient

Cette appro
he a été introduite par Bossy et Talay [14℄ [15℄ en dimension d'espa
e d = 1

dans le 
as parti
ulier de l'équation de Burgers visqueuse : �

t

u = ��

xx

u��

x

(u

2

=2); � > 0.

Elle est envisageable lorsque les 
oe�
ients � : R ! R

d�d

et � : R ! R

d

sont des fon
tions

C

1

et que pour tout u réel �

0

(u) est une matri
e symétrique positive. Son intérêt repose

sur la 
onstatation suivante : en dérivant par rapport à 
ha
une des variables d'espa
e

l'équation (1) qui présente une non-linéarité lo
ale, on obtient un système qui présente

une non-linéarité non-lo
ale plus fa
ile à traiter par les probabilités.

Par dérivation de (1), on obtient que pour 1 � i � d, v

i

= �

x

i

u est solution de

�

t

v

i

=

d

X

j;k=1

�

2

x

j

x

k

�

�

0

jk

(u)v

i

�

�

d

X

j=1

�

�

0

j

(u)v

i

�

v

i

(0; x) = �

x

i

u

0

(x):

Pour obtenir un système fermé en (v

1

; : : : ; v

d

), il faut exprimer u en fon
tion de son

gradient.

En dimension d = 1, il su�t d'intégrer la dérivée v pour retrouver u : u(t; x) = 
 +

R

x

�1

v(t; y)dy, 
e que l'on peut aussi é
rire à l'aide de la fon
tion de Heaviside H(y) =

1

fy�0g

: u(t; x) = 
+ (H � v(t; :))(x). Ainsi l'équation au gradient devient :

�

t

u = �

xx

(�

0

(
+H � v)v)� �

x

(�

0

(
+H � v)v):

En dimension d � 2, exprimer u en fon
tion de son gradient semble moins évident.

Anderson [2℄ a proposé le premier d'utiliser la solution fondamentale du Lapla
ien 
(x)

à 
et e�et dans un 
ontexte de méthode parti
ulaire (voir également [26℄ [49℄). Lorsque

f : R

d

! R est une fon
tion C

1

égale à une 
onstante 
 en dehors d'un 
ompa
t, alors

f = 
+
��f . Par intégration par parties, on obtient f = 
+

P

d

i=1

�

x

i


��

x

i

f = 
+r
�rf .

Cette formule est en fait une généralisation de 
elle utilisée en dimension d = 1 où la

dérivée de la solution fondamentale du Lapla
ien est H � 1=2. Au moins formellement,

on asso
ie à (1) le système

(

�

t

v

i

=

P

d

j;k=1

�

2

x

j

x

k

�

�

0

jk

(
+r
 � v)v

i

�

�

P

d

j=1

�

�

0

j

(
+r
 � v)v

i

�

v

i

(0; x) = �

x

i

u

0

(x)

; 1 � i � d:

Après avoir exploré 
ette démar
he gradient en dimension d = 1, en exploitant notamment

la stru
ture d'ordre sur R, j'aborderai le 
as de la dimension d � 2 sur l'exemple traité

dans [A9℄. La dis
ontinuité de la fon
tion de Heaviside H en 0 et la singularité du noyau

r
 à l'origine en dimension d � 2 
onstituent les prin
ipales di�
ultés introduites par

rapport au 
as de l'équation de M
Kean-Vlasov.

2.1 Dimension 1 d'espa
e

Dans le 
as de la dimension 1, l'équation (1), s'é
rit

(

�

t

u(t; x) = �

2

xx

�(u(t; x))� �

x

�(u(t; x)); (t; x) 2 R

+

� R

u(0; x) = u

0

(x)

(6)
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On suppose que la 
ondition initiale u

0

: R ! R est une fon
tion non 
onstante à variation

bornée i.e. que u

0

(x) = 
+

R

x

�1

m(dy) pour m une mesure signée bornée non nulle. Quitte

à modi�er les fon
tions � et � sans 
hanger leur régularité, on se ramène à supposer que


 = 0, que la masse totale de la mesure m est kmk = 1 et que m est une mesure de

probabilité dans le 
as où u

0

est monotone. L'équation au gradient s'é
rit alors

(

�

t

v = �

2

xx

(�

0

(H � v)v)� �

x

(�

0

(H � v)v); (t; x) 2 R

+

� R

v(0; x) = m

(7)

où H � v(t; x) désigne la 
onvolution spatiale de la fon
tion v(t; :) ave
 la fon
tion de

Heaviside H(y) = 1

fy�0g


al
ulée au point x.

Mème si mes travaux ont plus parti
ulièrement porté sur l'équation de 
onservation �

t

u =

��

2

xx

u � �

x

�(u) ave
 (� > 0) ou sans (� = 0) vis
osité [A1℄ [A5℄ [A11℄ [A12℄ [C2℄ et sur

l'équation des milieux poreux �

t

u = �

2

xx

u

q

où q > 1 [A6℄, 
ertains des résultats obtenus

dans 
es deux 
as parti
uliers sont valables plus généralement. La présentation qui suit

traite don
 du 
as général et ne devient spé
i�que à l'équation de 
onservation s
alaire

ou à l'équation des milieux poreux que si né
essaire.

En raison de sa simpli
ité et de sa spé
i�
ité, le 
as où u

0

est monotone (m probabilité

sur R) sera traité avant le 
as général.

2.1.1 donnée initiale monotone

On suppose que les fon
tions �; � : R

+

! R sont C

1

. On se pla
e d'abord dans la situation

où 8u > 0; �

0

(u) > 0 qui englobe à la fois l'équation de 
onservation s
alaire visqueuse

et l'équation des milieux poreux, avant de 
onsidérer le 
as dégénéré de l'équation de


onservation s
alaire non visqueuse : � � 0.

Cas où 8u > 0; �

0

(u) > 0

L'équation (7) s'é
rit 
omme équation de Fokker-Plan
k non linéaire �

t

v = L

�

g

(v)v pour

l'opérateur L

g

(�)'(x) = �

0

(H � �(x))'

00

(x) + �

0

(H � �(x))'

0

(x); x 2 R; � 2 P(R). On lui

asso
ie don
 le problème de martingales suivant : une probabilité P 2 P(C([0;+1);R))

de marginales en temps (P

t

)

t�0

est solution du problème (PMg) issu de m si

1. P

0

= m

2. dt p.p. la marginale P

t

ne 
harge pas les points de R

3. 8' 2 C

2

b

(R); M

'

t

= '(X

t

)�'(X

0

)�

R

t

0

�

0

(H�P

s

(X

s

))'

00

(X

s

)+�

0

(H�P

s

(X

s

))'

0

(X

s

)ds

est une P -martingale.

Lorsque P est solution de 
e problème, il est fa
ile de déduire de la 
onstan
e en temps

de l'espéran
e de M

'

t

que t! P

t

est solution faible de l'équation (7). Pour 
on
lure que

(t; x)! H � P

t

(x) est solution faible de l'équation de départ (6), il su�t que les dérivées

spatiales au premier ordre de �(H � P

t

(x)) et �(H � P

t

(x)) au sens des distributions sur

R

+

� R soient respe
tivement égales à �

0

(H � P

t

)P

t

et �

0

(H � P

t

)P

t

. La 
ondition 2. dans

la dé�nition de (PMg) assure 
ela.

En dehors du 
as de l'équation de 
onservation s
alaire visqueuse �(u) = � u où � > 0 et

�(u) fon
tion C

2

, où l'existen
e et l'uni
ité pour le problème (PMg) dé
oule d'un résultat

portant sur une 
lasse plus générale de problèmes de martingales prouvé dans [A1℄ par
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une te
hnique de point �xe, l'obtention d'un résultat d'uni
ité pour (PMg) repose en

général sur un résultat d'uni
ité des solutions faibles de (6) de la forme H � P

t

(x) où

P 2 P(C([0;+1);R)). Si 
e dernier résultat est vrai, d'après l'exer
i
e 7.3.2 de Stroo
k

et Varadhan [53℄, il su�t que �

0

(0) > 0 pour qu'il y ait uni
ité pour (PMg). On en déduit

par exemple l'uni
ité pour le problème (PMg) asso
ié à l'équation de 
onservation s
alaire

visqueuse sous l'hypothèse plus faible �(u) fon
tion C

1

. Mais dans le 
as de l'équation

des milieux poreux, �(u) = u

q

où q > 1 et don
 �

0

(0) = 0. Le résultat d'uni
ité pour le

problème (PMg) 
orrespondant que j'obtiens dans [A6℄ repose sur la régularité spatiale

de la solution de 
ette équation prouvée par Aronson et Ca�arelli [3℄.

Par analogie ave
 le 
as de l'équation de M
Kean-Vlasov, on dé�nit le système de n parti-


ules en intera
tion 
omme l'unique solution faible de l'équation di�érentielle sto
hastique

X

i;n

t

= X

i

0

+

Z

t

0

p

2�

0

(H � �

n

s

(X

i;n

s

)dW

i

s

+

Z

t

0

�

0

(H � �

n

s

(X

i;n

s

))ds; 1 � i � n (8)

où �

n

s

=

1

n

P

n

j=1

Æ

X

i;n

s

et les variables initiales X

1

0

; : : : ; X

n

0

sont I.I.D. de loi m et indé-

pendantes du mouvement brownien n-dimensionnel (W

1

; : : : ;W

n

). L'existen
e dé
oule de

[53℄. Comme la matri
e de di�usion est 
onstante sur les polyhèdres fx = (x

1

; : : : ; x

n

) 2

R

n

; x

�(1)

< x

�(2)

< : : : < x

�(n)

g indexés par les permutations � de f1; : : : ; ng, l'uni
ité en

loi est une 
onséquen
e de résultats de Bass et Pardoux [7℄.

L'uni
ité en loi assure que les pro
essus X

i;n

; 1 � i � n sont é
hangeables. Ave
 le 
ara
-

tère C

1

des fon
tions � et �, on véri�e fa
ilement la tension de la suite des lois �

n

des me-

sures empiriques �

n


onsidérées 
omme des variables aléatoires à valeurs P(C([0;+1);R)).

Dans [A6℄, je montre que toute limite �

1

de la suite �

n

est 
on
entrée sur les Q 2

P(C([0;+1);R)) t.q. H �Q

t

(x) est solution faible de l'équation (6). Lorsque 
ette équa-

tion admet une unique solution faible u(t; x), 
e qui est le 
as pour l'équation de 
onser-

vation s
alaire visqueuse et pour l'équation des milieux poreux, on en déduit (voir [A11℄)

que

8T > 0; lim

n!+1

E sup

t2[0;T ℄

Z

R

ju(t; x)�H � �

n

t

(x)j

1 + x

2

dx = 0:

Ainsi la fon
tion de répartition empirique H � �

n

t

(:) du système de parti
ules 
onverge

vers u(t; x). En outre, dans 
e 
as, toute limite �

1

de la suite �

n

est 
on
entrée sur les

probabilités Q dont les marginales en temps sont déterminées par Q

t

= �

x

u(t; :).

L'étape suivante 
onsiste à montrer que toute limite �

1

de la suite �

n

est 
on
entrée sur

les solutions du problème de martingales (PMg) issu de m, 
e qui, en 
as d'uni
ité pour


e problème, établit la propagation du 
haos. Du fait de l'initialisation des parti
ules,

�

1

presque sûrement le point 1. de la dé�nition de (PMg) est véri�é. D'après [A6℄, les

fon
tionnelles dé�nies sur P(C([0;+1);R)) que l'on introduit naturellement pour véri�er

le point 3. sont 
ontinues en toute probabilité Q telle que dt p.p. Q

t

ne 
harge pas les

points. Il su�t don
 de montrer que �

1

presque sûrement le point 2. est véri�é pour


on
lure. Dans le 
as de l'équation de 
onservation s
alaire visqueuse [A1℄ [A5℄, on peut

obtenir 
e résultat dire
tement en e�e
tuant des estimations sur le système de parti
ules

grâ
e au théorème de Girsanov. Il y a une alternative à 
ette appro
he dire
te lorsque

les solutions faibles de (6) sont 
ontinues sur ℄0;+1[�R. En e�et, 
omme �

1

ne 
harge

que les Q 2 P(C([0;+1);R)) t.q. H �Q

t

(x) est solution faible de 
ette équation, on en

déduit que �

1

presque sûrement, pour tout t > 0, Q

t

ne 
harge pas les points. C'est en

14



utilisant ainsi le résultat de régularité de [3℄, que j'obtiens la propagation du 
haos dans

le 
as de l'équation des milieux poreux [A6℄.

On peut également s'intéresser au 
omportement asymptotique du système réordonné

(Y

1;n

; : : : ; Y

n;n

) dé�ni de la manière suivante : pour tout t � 0, Y

1;n

t

� Y

2;n

t

� : : : � Y

n;n

t

est la statistique d'ordre de (X

1;n

t

; : : : ; X

n;n

t

). Dans [A6℄, je montre que (Y

1;n

; : : : ; Y

n;n

)

est une di�usion de matri
e de di�usion diagonale diag(�

0

(1=n); �

0

(2=n); : : : ; �

0

(n=n)) et

de ve
teur dérive (�

0

(1=n); �

0

(2=n); : : : ; �

0

(n=n)) normalement ré�é
hie à la frontière du


onvexe fy = (y

1

; : : : ; y

n

) 2 R

n

: y

1

� y

2

� : : : � y

n

g. Ce résultat généralise 
elui énon
é

par Sznitman [55℄ dans le 
as très simple où les X

i;n

; 1 � i � n sont des mouvements

browniens indépendants.

La tension de la suite des lois ��

n

des mesures empiriques ��

n

=

1

n

P

n

i=1

Æ

Y

i;n

s'obtient

fa
ilement [A6℄. Mème si en général ��

n

6= �

n

, l'égalité ��

n

t

= �

n

t

est bien sûr véri�ée

pour tout t � 0. Don
 tout point limite ��

1

de la suite ��

n

est aussi 
on
entré sur les

Q 2 P(C([0;+1);R)) t.q. H �Q

t

(x) est solution faible de (6). Le 
ara
tère réordonné du

système (Y

1;n

; : : : ; Y

n;n

) permet de véri�er qu'également ��

1

est 
on
entré sur les probabi-

lités Q dont les marginales �ni-dimensionnelles Q

t

1

;:::;t

n

sont égales à l'image de la mesure

de Lebesgue sur [0; 1℄ par y ! ((H � Q

t

1

)

�1

(y); : : : ; (H � Q

t

n

)

�1

(y)) où pour tout t � 0,

(H � Q

t

)

�1

(y) = inffx : H � Q

t

(x) � yg désigne le pseudo-inverse 
ontinu à gau
he de

la fon
tion de répartition de Q

t

(voir [A11℄). Lorsqu'il y a uni
ité des solutions faibles de

(6), il existe une unique probabilité

�

P 2 P(C([0;+1);R)) qui véri�e 
es deux propriétés

et toute la suite ��

n


onverge étroitement vers Æ

�

P

. Si en outre, la solution faible u(t; x)

de (6) est 
ontinue sur ℄0;+1[�R, 
e qui est le 
as à la fois pour l'équation de 
onser-

vation s
alaire visqueuse et pour l'équation des milieux poreux, la se
onde propriété qui


ara
térise

�

P est équivalente à la 
onstan
e de la solution u de (6) le long des traje
toires


hargées par

�

P [A6℄.

Ave
 Mireille Bossy, nous 
her
hons dans [C2℄ [A12℄ à adapter l'appro
he tout juste dé
rite

au 
as où le domaine spatial dans lequel l'équation (6) est posée n'est plus R. Nous nous

intéressons plus pré
isément à l'équation de 
onservation s
alaire visqueuse :

8

>

<

>

:

�

t

u(t; x) = ��

2

xx

u(t; x)� �

x

�(u(t; x)); (t; x) 2℄0;+1[�℄0; 1[

u(0; x) = u

0

(x); x 2℄0; 1[

u(t; 0) = 0 et u(t; 1) = 1; t � 0

(9)

dans le 
as où la 
ondition initiale u

0

est la fon
tion de répartition d'une mesure de pro-

babilité m sur [0; 1℄. Lorsque �(u) = u

2

=2, (9) est l'équation de Burgers qui peut se voir


omme un analogue en dimension 1 d'espa
e de l'équation de Navier-Stokes. Notre travail

est motivé par le souhait de tester sur 
e modèle très simple des idées préparant l'étude

ultérieure d'une méthode parti
ulaire probabiliste pour l'équation de Navier-Stokes in-


ompressible posée dans un domaine de R

2

.

Nous asso
ions à 
ette équation un problème de martingales non linéaire analogue à

(PMg) mais portant sur un espa
e de traje
toires 
ontinues ré�é
hies en 0 et en 1. Après

avoir déduit de l'uni
ité des solutions faibles de (9) un résultat d'uni
ité pour le problème

de martingales, nous obtenons l'existen
e pour 
e problème en démontrant un résultat

de propagation du 
haos. A l'intérieur de l'intervalle ℄0; 1[, les parti
ules évoluent 
omme

dans (8) ave
 �

0

� � ; en 0 et en 1, elles sont ré�é
hies. Nous étudions ensuite la pro
édure

numérique obtenue en dis
rétisant en temps ave
 un pas �t l'équation di�érentielle sto-


hastique ré�é
hie qui 
orrespond à 
ette dynamique. Nous utilisons pour 
ela la version
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du s
héma d'Euler introduite par Lépingle [37℄.

Pour appliquer 
e s
héma à une di�usion uni-dimensionnelle normalement ré�é
hie en 0

et en 1, on se donne deux 
onstantes 0 < �

0

< �

1

< 1 de façon à séparer l'intervalle [0; 1℄

en trois zones. Comme dans un s
héma d'Euler 
lassique, les 
oe�
ients de di�usion et de

dérive sont �gés sur 
haque pas de temps. Si la position au début d'un pas de temps est

dans ℄�

0

; �

1

[, on se 
ontente de simuler la position de la di�usion à 
oe�
ients �gés à la

�n du pas de temps et on la projette sur [0; 1℄ pour obtenir la position au début du pas de

temps suivant. Si la position au début du pas de temps est dans [�

1

; 1℄, on tire parti de la


onnaissan
e de la loi du supremum du mouvement brownien ave
 dérive 
onstante pour

simuler exa
tement la position à la �n du pas de temps de la di�usion à 
oe�
ients �gés

ré�é
hie en 1. On ramène ensuite 
ette position à 0 si elle se trouve au-dessous. Lorsque

la position initiale est dans [0; �

0

℄, on pro
ède de façon symétrique. Nous établissons que

lorsque le 
oe�
ient de di�usion est une 
onstante non nulle, la vitesse faible du s
héma

d'Euler Lépingle est la même que 
elle du s
héma d'Euler 
lassique dans tout l'espa
e.

Ce résultat intermédiaire intervient dans l'obtention de la vitesse de 
onvergen
e vers la so-

lution u(k�t; x) de (9) de la fon
tion de répartition empirique U

n

(k�t; x) =

1

n

P

n

i=1

H(x�

�

X

i;n

k�t

) du système dis
rétisé

�

X

1;n

k�t

; : : : ;

�

X

n;n

k�t

à l'instant k�t . Pour T > 0, nous majorons

l'erreur sup

x2[0;1℄; k�T=�t

E jU

n

(k�t; x)�u(k�t; x)j par O(�t+

1

p

n

). Nous retrouvons ainsi

la vitesse de 
onvergen
e obtenue antérieurement par Mireille Bossy [12℄ dans le 
as de

l'équation de 
onservation s
alaire visqueuse posée dans tout l'espa
e et par Kohatsu-Higa

et Ogawa [34℄ dans le 
as de l'équation de M
Kean-Vlasov. Nous 
on�rmons 
ette vitesse

par une expérien
e numérique. Nous observons également que lorsque le système de parti-


ules est dis
rétisé par le s
héma d'Euler ave
 proje
tion qui traite simplement la ré�exion

par proje
tion sur [0; 1℄, la vitesse de 
onvergen
e en le pas de temps est 
lairement moins

bonne.

Equation de 
onservation s
alaire non visqueuse : � � 0

Il n'y a pas uni
ité pour les solutions faibles de 
ette équation qui s'é
rit

�

t

u(t; x) + �

x

�(u(t; x)) = 0; (t; x) 2 [0;+1[�R: (10)

Mais d'après le théorème de Kruzkhov, elle admet une unique solution entropique 
ara
-

térisée par les inégalités au sens des distributions

�

t

ju(t; x)� 
j+ �

x

�

signe(u(t; x)� 
)(�(u(t; x)� �(
))

�

� 0

pour toute 
onstante réelle 
. Du fait de l'absen
e de dérivée du se
ond ordre en espa
e, il

ne semble pas possible de lui asso
ier un problème de martingales analogue à (PMg). En

revan
he, 
omme la solution entropique s'obtient 
omme limite lorsque la vis
osité � tend

vers 0 de la solution de l'équation de 
onservation s
alaire ave
 vis
osité � > 0, on peut

envisager d'appro
her 
ette solution par la fon
tion de répartition empirique du système

X

i;n

t

= X

i

0

+

p

2�

n

W

i

t

+

Z

t

0

�

0

(H � �

n

s

(X

i;n

s

))ds; 1 � i � n

où la vis
osité �

n

introduite est positive mais faible. Les expérien
es numériques menées

par Bossy et Talay [15℄ et Bossy, Piperno et Fezoui [13℄ montrent le bon 
omportement

de 
ette approximation.
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Le système de parti
ules réordonné (Y

1;n

; : : : ; Y

n;n

) s'avère très utile dans l'étude théo-

rique du 
omportement symptotique de la fon
tion de répartition empirique H � �

n

t

(x) =

1

n

P

n

i=1

H(x � X

i;n

t

) =

1

n

P

n

i=1

H(x � Y

i;n

t

) dans le passage à la limite n ! +1 ave


�

n

! 0. En e�et la dérivée au sens des distributions de la fon
tion x ! jH � �

n

t

(x) � 
j

qui apparaît lorsque l'on veut passer à la limite dans les inégalités entropiques est égale à

1

n

P

n

i=1

signe(i � 
n)Æ

Y

i;n

t

. Elle s'exprime don
 
omme 
ombinaison linéaire à 
oe�
ients


onstants en temps des masses de dira
 aux points Y

i;n

t

alors qu'elle ne s'é
rit pas de façon

aussi agréable en terme des X

i;n

t

. Dans [A11℄, en exploitant 
ette remarque, je montre que

8T > 0; lim

n!+1

E sup

t2[0;T ℄

Z

R

ju(t; x)�H � �

n

t

(x)j

1 + x

2

dx = 0

où u est la solution entropique de (10). C'est la 
ontribution du terme de ré�exion à la

frontière de fy 2 R

n

; y

1

� y

2

� : : : � y

m

g dans la dynamique du système réordonné qui

permet d'obtenir le bon signe dans les inégalités entropiques.

Il semble déli
at d'obtenir un résultat de propagation du 
haos pour (X

1;n

; : : : ; X

n;n

). En

revan
he, toujours dans [A11℄, je prouve que les mesures empiriques du système réordonné


onvergent en probabilité vers l'unique

�

P 2 P(C([0;+1);R)) dont les marginales �ni-

dimensionnelles

�

P

t

1

;:::;t

n

sont égales à l'image de la mesure de Lebesgue sur [0; 1℄ par

y ! ((H �

�

P

t

1

)

�1

(y); : : : ; (H �

�

P

t

n

)

�1

(y)) et telle que 8(t; x) 2 R

+

�R; H �

�

P

t

(x) = u(t; x).

Même si 
ela n'est pas tout à fait exa
t à 
ause des possibles dis
ontinuités de la fon
tion

u(t; x), on peut voir

�

P 
omme une probabilité 
on
entrée sur les �
ourbes 
ara
téristiques�

le long desquelles 
ette solution est 
onstante.

S'il est né
essaire d'introduire une vis
osité �

n

> 0 pour dé�nir le système (X

1;n

; : : : ; X

n;n

),

l'équation di�érentielle sto
hastique ré�é
hie à 
oe�
ients 
onstants satisfaite par le sys-

tème réordonné admet une unique solution même pour �

n

= 0. Les n 
omposantes de


ette solution évoluent alors suivant la dynamique des parti
ules 
ollantes de Zeldovi
h :

la ième parti
ule se dépla
e ave
 la vitesse initiale �

0

(i=n) jusqu'à l'instant de sa première


ollision ave
 une autre parti
ule ; lors des 
ollisions les parti
ules se 
ollent formant des

amas qui évoluent ultérieurement à une vitesse égale à la moyenne des vitesses initiales des

parti
ules qui les 
omposent. La 
onvergen
e de la fon
tion de répartition empirique de


e système vers u(t; x) a été montrée par Brenier et Grenier [16℄. L'appro
he développée

dans [A11℄ permet de retrouver 
e résultat.

2.1.2 donnée initiale générale

Les fon
tions � et � sont supposées C

1

ave
, dans un premier temps, 8u 2 R; �

0

(u) > 0.

La 
ondition initialem de l'équation au gradient (7) est une mesure signée bornée de masse

totale 1. Dans [A5℄, je propose d'asso
ier un unique problème de martingales à une équa-

tion de type Fokker-Plan
k non linéaire dont la 
ondition initiale est une mesure signée.

Cette appro
he permet d'utiliser ensuite le 
adre de la propagation du 
haos développé

notamment dans [55℄ pour montrer la 
onvergen
e d'approximations parti
ulaires vers la

solution de l'équation non linéaire. Présentée dans l'introdu
tion de [A5℄ sur l'exemple

de l'équation de M
Kean-Vlasov, elle est de portée générale : elle est utilisée dans [A9℄

pour traiter l'équation de 
onservation s
alaire visqueuse en dimension d'espa
e d � 2

(voir le paragraphe 2.2) mais aussi par Sylvie Méléard [40℄ [41℄ pour traiter la formulation
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tourbillon de l'équation de Navier-Stokes in
ompressible en dimension d = 2. Dans le


as parti
ulier de (7), elle se traduit de la façon suivante : on introduit h une densité à

valeurs f�1; 1g de m par rapport à sa valeur absolue jmj qui est une probabilité sur R. A

toute probabilité Q sur C([0;+1);R) on asso
ie la mesure signée

~

Q de densité h(X

0

) par

rapport à Q. Les marginales en temps de

~

Q sont notées (

~

Q

s

)

s�0

. Je dé�nis le problème de

martingales non linéaire (PMg) issu de m de la façon suivante : P 2 P(C([0;+1);R))

est solution si

1. P

0

= jmj

2. dt p.p.

~

P

t

ne 
harge pas les points de R

3. 8' 2 C

2

b

(R); M

'

t

= '(X

t

)�'(X

0

)�

R

t

0

�

0

(H�

~

P

s

(X

s

))'

00

(X

s

)+�

0

(H�

~

P

s

(X

s

))'

0

(X

s

)ds

est une P -martingale.

Lorsque P est solution de 
e problème, h(X

0

)M

'

t

est une P -martingale. En é
rivant la


onstan
e de l'espéran
e de 
ette martingale, on véri�e que t !

~

P

t

est solution faible de

l'équation (7). Grâ
e au point 2., on en déduit que (t; x) ! H �

~

P

t

(x) est solution faible

de (6). Du fait de la non-dégéneres
en
e de �

0

, en 
as d'uni
ité pour les solutions faibles

de (6), 
e qui est vrai pour l'équation de 
onservation s
alaire visqueuse, il y a uni
ité

pour le problème (PMg).

Le système de parti
ules naturellement asso
ié est dé�ni par :

X

i;n

t

= X

i

0

+

Z

t

0

p

2�

0

(H � ~�

n

s

(X

i;n

s

)dW

i

s

+

Z

t

0

�

0

(H � ~�

n

s

(X

i;n

s

))ds; 1 � i � n: (11)

La i-ème parti
ule est a�e
tée du poids h(X

i

0

) 2 f�1; 1g dans sa 
ontribution à la mesure

empirique signée : ~�

n

s

=

1

n

P

n

j=1

h(X

i

0

)Æ

X

i;n

s

. Du fait de la possible irrégularité de la densité

h, le 
hoix de variables initiales X

i

0

; 1 � i � n I.I.D. suivant la probabilité jmj est 
ru
ial

pour la validité des résultats de 
onvergen
e qui suivent. Il y a toujours existen
e d'une

unique solution faible pour 
ette équation di�érentielle sto
hastique et tension de la suite

�

n

des lois des mesures empiriques �

n

=

1

n

P

n

i=1

Æ

X

i;n
. Par une adaptation fa
ile de [A11℄,

toute limite �

1

de la suite �

n

est 
on
entrée sur les Q 2 P(C([0;+1);R)) t.q. H �

~

Q

t

(x)

est solution faible de l'équation (6). Lorsque 
ette équation admet une unique solution

faible u(t; x), 
e qui est le 
as pour l'équation de 
onservation s
alaire visqueuse, on en

déduit que

8T > 0; lim

n!+1

E sup

t2[0;T ℄

Z

R

ju(t; x)�H � ~�

n

t

(x)j

1 + x

2

dx = 0:

On peut toujours 
on
lure que �

1

est 
on
entrée sur les solutions du problème (PMg)

issu de m si on sait montrer que �

1

p.s., ds p.p., Q

s

ne 
harge pas les points. Mais

en général, il n'est plus possible déduire 
ette propriété de la 
ontinuité des solutions

faibles de (6) sur ℄0;+1[�R. En e�et, en dehors de la situation très parti
uliere où la

masse totale de la mesure

~

Q

t

est égale à 1, le fait que 
ette mesure ne 
harge pas les

points n'entraîne pas né
essairement la même 
hose pour Q

t

. Dans le 
as de l'équation

de 
onservation s
alaire visqueuse [A5℄, je montre grâ
e à des estimations sur le système

de parti
ules que toute la suite �

n


onverge vers Æ

P

où P désigne l'unique solution du

problème (PMg) issu de m. En adaptant des travaux de Shiga et Tanaka [50℄, je véri�e

ensuite que lorsque la fon
tion � est C

3

, les marginales �ni-dimensionnelles du 
hamp de

�u
tuations f

1

p

n

P

n

i=1

('(X

i;n

)� < P; '(:) >); ' 2 L

2

(P )g 
onvergent étroitement vers
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elles d'un 
hamp gaussien 
entré. Cela implique en parti
ulier que pour tout (t; x) 2

[0;+1)� R, H � ~�

n

t

(x) 
onverge à la vitesse 1=

p

n vers la solution de (6) prise au point

(t; x).

Du fait de la possibilité pour les parti
ules de poids opposés de se 
roiser, le système

réordonné n'est plus en général un pro
essus de di�usion. C'est pourquoi je propose dans

[A11℄ de modi�er la dynamique du système de parti
ules (X

1;n

; : : : ; X

n;n

) en tuant les


ouples de parti
ules de signes poids opposés qui se 
roisent. En termes d'approxima-

tion de la solution de (6), 
ette idée s'avère assez naturelle. En e�et si I

t

� f1; : : : ; ng

désigne l'ensemble des indi
es des parti
ules toujours en vie à l'instant t, la solution ap-

pro
hée U

n

(t; x) =

1

n

P

i2I

t

h(X

i

0

)H(x � X

i;n

t

) est alors telle que max

x2R

U

n

(t; x) (resp.

min

x2R

U

n

(t; x)) de
roît (resp. 
roît) ave
 t, propriétés que l'on peut voir 
omme une tra-

du
tion au niveau dis
ret du prin
ipe de maximum que l'on attend pour les solutions de

(6) en é
rivant formellement 
ette équation �

t

u = �

0

(u)�

2

xx

u + �

00

(u)(�

x

u)

2

� �

0

(u)�

x

u.

En outre, la variation totale de x! U

n

(t; x) diminue ave
 t. Dans [A11℄, je 
ontruis une

solution au système de parti
ules ave
 suppression des 
ouples de poids opposés qui se


roisent

dX

i;n

t

= 1

I

t

(i)

�
p

2�

n

dW

i

t

+ �

0

(U

n

(s;X

i;n

s

))dt

�

;

asso
ié à l'équation de 
onservation s
alaire. Je montre que lorsque la vis
osité �

n

> 0


onverge vers � � 0,

8T > 0; lim

n!+1

E sup

t2[0;T ℄

Z

R

ju

�

(t; x)� U

n

(t; x)j

1 + x

2

dx = 0;

où u

�

désigne la solution de l'équation visqueuse �

t

u = ��

2

xx

u� �

x

�(u) dans le 
as � > 0

et la solution entropique de l'équation sans vis
osité dans le 
as � = 0. Dans 
e dernier


as, la preuve du résultat de 
onvergen
e est basée sur l'étude du système de parti
ules

réordonné.

On peut toujours dé�nir le système réordonné sans introduire de bruit �

n

> 0. Lors

des 
ho
s, les parti
ules de même poids se 
ollent tandis que les 
ouples de parti
ules

de poids opposés se détruisent. L'appro
he développée dans [A11℄ permet de montrer

la 
onvergen
e de la solution appro
hée 
onstruite à l'aide de 
e système de parti
ules


ollantes signées vers la solution entropique u

0

. Dans [A13℄, je traduis 
e résultat ave
 des

outils purement déterministes. D'un point de vue numérique, il est possible de simuler de

façon exa
te le système en déterminant les instants de 
ho
s su

essifs. Mais 
ela risque

de devenir 
oûteux lorsqu'il y a beau
oup de parti
ules. Brenier et Grenier [16℄ présentent

une alternative plus e�
a
e dans le 
as où toutes les parti
ules sont de même signe : les n

positions à un instant t arbitraire peuvent être obtenues par un unique 
al
ul d'enveloppe


onvexe ave
 un 
oût en O(n log(n)) opérations. Dans [A13℄, je propose l'adaptation

suivante dans le 
as où des parti
ules positives 
oexistent ave
 des parti
ules négatives :

pour un pas de temps �t > 0, on 
al
ule les positions des parti
ules à l'instant �t 
omme

si elles étaient toutes de même poids, puis on supprime les 
ouples de poids opposés

qui partagent la même position et on itère 
ette opération élémentaire. Je montre que

si �t ! 0 et n ! +1 la solution appro
hée ainsi 
onstruite 
onverge toujours vers la

solution entropique u

0

.
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2.2 Dimension d'espa
e d � 2

Dans [A9℄, j'utilise l'appro
he gradient pour 
onstruire une approximation parti
ulaire

probabiliste de la solution de l'équation de 
onservation s
alaire ave
 vis
osité

(

�

t

u(t; x) = ��u(t; x)�

P

d

i=1

�

x

i

�

i

(u(t; x)); (t; x) 2 R

+

� R

d

u(0; x) = u

0

(x)

(12)

où � > 0 et � : R ! R

d

est une fon
tion C

2

bornée ainsi que ses dérivées. Lorsque la


ondition initiale u

0

est une fon
tion bornée qui admet des dérivées au premier ordre au

sens des distributions dans L

1

\ L

1

(R

d

), alors u(t; :) a la même propriété et il existe une


onstante 
 t.q. 8t � 0, u(t; :) = 
+r
 � ru(t; :). En outre les dérivées au premier ordre

de u par rapport aux variables spatiales (�

x

1

u; : : : ; �

x

d

u) sont solution du système obtenu

formellement dans l'introdu
tion de 
ette partie 
onsa
rée à l'appro
he gradient :

(

�

t

v

i

= ��v

i

�

P

d

j=1

�

x

j

(�

0

j

(
+r
 � v)v

i

)

v

i

(0; x) = �

x

i

u

0

(x)

; 1 � i � d: (13)

Comme la solution de (12) s'exprime à partir de la solution d'une équation analogue où

toutes les 
oordonnées d'espa
e t.q. k�

x

i

u

0

k

L

1

(R

d

)

= 0 sont supprimées, on peut supposer

sans restri
tion que pour tout 1 � i � d, k�

x

i

u

0

k

L

1

(R)

> 0.

Pour (P

1

; : : : ; P

d

) 2 P(C([0;+1);R

d

))

d

, on note respe
tivement

~

P

i

la mesure de densité

h

i

(X

0

) où h

i

(x) = k�

x

i

u

0

k

L

1

(R

d

)

signe(�

x

i

u

0

(x)) par rapport à la probabilité P

i

et

~

P

i

s

sa

marginale au temps s. On dit que (P

1

; : : : ; P

d

) est solution du problème (PMg) issu de

u

0

si pour tout 1 � i � d,

1. P

i

0

=

j�

x

i

u

0

(x)j

k�

x

i

u

0

k

L

1

(R

d

)

dx.

2. pour tout t � 0, P

i

t

admet une densité bornée par rapport à la mesure de Lebesgue

sur R

d

.

3. 8' 2 C

2

b

(R

d

); '(X

t

) � '(X

0

) �

R

t

0

��'(X

s

) + �

0

(
 + r
 �

~

P

s

(X

s

)):r'(X

s

)ds est

une P

i

martingale (ave
 r
 �

~

P

s

=

P

d

j=1

�

x

j


 �

~

P

j

s

).

Ce problème est naturellement asso
ié au système (13) dans la mesure où si (P

1

; : : : ; P

d

)

en est solution, alors t! (

~

P

1

t

; : : : ;

~

P

d

t

) est solution faible de (13).

Dans [A9℄, après avoir montré l'existen
e d'une unique solution pour 
e problème et

véri�é que l'on a alors u(t; x) = 
 +r
 �

~

P

t

(x), j'obtiens un résultat de propagation du


haos. A 
ause de l'explosion du noyau r
 à l'origine, il est né
essaire d'utiliser un 
uto�

pour dé�nir le système de parti
ules. En suivant l'appro
he de Mar
hioro et Pulvirenti

[38℄ et Méléard [40℄ pour le noyau de Biot et Savart qui intervient dans la formulation

tourbillon vitesse de l'équation de Navier-Stokes 2d et qui fait intervenir les dérivées

de la solution fondamentale du Lapla
ien 
, il est possible de modi�er r
 sur la boule


entrée en l'origine et de rayon � > 0 pour obtenir un noyau K

�

lips
hitzien et borné.

Soit (Z

k

(0) = (Z

k

1

(0); : : : ; Z

k

d

(0)))

k2N

�

une suite de variables initiales I.I.D. suivant une

probabilité sur R

d

dont la ième marginale possède la densité j�

x

i

u

0

j=k�

x

i

u

0

k

L

1

(R

d

)

par

rapport à la mesure de Lebesgue sur R et (W

k

)

k2N

�

une suite de mouvements browniens

indépendants (et indépendants des variables initiales). Pour 1 � k � n, la k-ème parti
ule
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Z

k

(t) = (Z

k

1

(t); : : : ; Z

k

d

(t)) évolue dans (R

d

)

d

suivant l'équation

Z

k;n

i

(t) = Z

k

i

(0)+

p

2� W

k

t

+

Z

t

0

�

0

 


+

d

X

j=1

1

n� 1

X

l 6=k

K

�

n

j

(Z

k;n

i

(s)� Z

l;n

j

(s))h

j

(Z

l

j

(0))

!

ds;

1 � i � d ave
 �

n

> 0. Si �

n

! 0 lorsque n ! +1, j'obtiens la 
onvergen
e en pro-

babilité des mesures empiriques

�

1

n

P

n

k=1

Æ

Z

k;n

1

; : : : ;

1

n

P

n

k=1

Æ

Z

k;n

d

�

vers l'unique solution

(P

1

; : : : ; P

d

) du problème (PMg) issu de u

0

. Comme 
orollaire pour tout T > 0,

lim

n!+1

sup

(t;x)2[0;T ℄�R

d

E

�

�

�

�

�

u(t; x)� 
�

1

n

n

X

k=1

d

X

i=1

K

�

n

i

(x� Z

k;n

i

(s))h

i

(Z

k

i

(0))

�

�

�

�

�

= 0;

et il est possible d'appro
her la solution de (12) à l'aide du système de parti
ules.

On peut bien sûr envisager de 
onstruire des approximations parti
ulaires de la solution

de (12) par l'appro
he dire
te au moins lorsque la fon
tion �(u)=u a de bonnes propriétés.

Il est toutefois important de noter qu'à la fois d'un point de vue théorique et d'un point de

vue numérique, la 
onvergen
e du noyau ave
 
uto� vers r
 est bien plus fa
ile à mani-

puler que la 
onvergen
e des approximations de l'identité qui interviendraient alors dans

la dé�nition du système de parti
ules. La 
ontrepartie est que dans l'appro
he gradient

les parti
ules évoluent dans (R

d

)

d

alors que dans l'appro
he dire
te, elles évoluent dans

R

d

.

3 Appro
he de type 
inétique

Dans [45℄, Perthame et Tadmor asso
ient l'équation 
inétique

(

�

t

f(t; x; v) +

P

d

i=1

�

0

i

(v)�

x

i

f + �(f(t; x; v)� 1

fv�w(t;x)g

) = 0; (t; x; v) 2 R

+

� R

d

� R

+

w(t; x) =

R

R

+

f(t; x; v)dv et f(0; x; v) = f

0

(x; v)

(14)

où le paramètre � est stri
tement positif à la loi de 
onservation s
alaire non visqueuse

(

�

t

u(t; x) +

P

d

i=1

�

x

i

�

i

(u(t; x)) = 0; (t; x) 2 R

+

� R

d

u(0; x) = u

0

(x)

(15)

où la fon
tion de �ux � : R ! R

d

est C

1

et la 
ondition initiale u

0

: R

d

! R une

fon
tion positive intégrable. Lorsque f

0

(x; v) = 1

fv�u

0

(x)g

, ils montrent que pour �! +1,

la solution f(t; x; v) de (14) 
onverge dans L

1

t

(R

+

; L

1

x;v

(R

d

� R

+

)) vers 1

fv�u(t;x)g

où

u(t; x) désigne l'unique solution entropique de l'équation de 
onservation s
alaire (15).

Heuristiquement, on peut se 
onvain
re de 
e résultat de la façon suivante. Si on intègre

(14) en v, on obtient �

t

w(t; x) +

P

d

i=1

�

x

i

R

R

+

�

0

i

(v)f(t; x; v)dv = 0. Dans le passage à la

limite, f(t; x; v) et 1

fv�w(t;x)g

deviennent très pro
hes et remplaçant formellement f(t; x; v)

par 1

fv�w(t;x)g

dans la dernière équation, on trouve que w véri�e l'équation de 
onservation

s
alaire.
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Dans [A2℄, je me suis intéressé à l'interprétation probabiliste de l'équation (14) dans le


as où la 
ondition initiale f

0

(x; v) est une densité de probabilité sur R

d

� R

+

. Le terme

non linéaire dans 
ette équation 1

fv�w(t;x)g

est semi-lo
al : la fon
tion f(t; x; v) y �gure

après intégration par rapport au paramètre de vitesse v 2 R

+

mais pas par rapport à la

variable d'espa
e x.

Pour les solutions f positives, l'équation (14) prise au sens faible est équivalente à

�

t

f(t; x; v) = L

�

(w(t; x))f(t; x; v)

où pour y 2 R

+

, l'opérateur intégro-di�érentiel L(y) d'adjoint L

�

(y) est dé�ni par

8' 2 C

1;0

b

(R

d

�R

+

); L(y)'(x; v) =

d

X

i=1

�

0

i

(v)�

x

i

'(x; v)+�1

fy>0g

1

y

Z

y

0

('(x; ~v)�'(x; v))d~v:

On asso
ie naturellement à 
ette équation de Fokker-Plan
k un problème de martingales

sur l'espa
e des fon
tions 
àdlàg de [0; T ℄ dans R

d

� R

+

dont le pro
essus 
anonique est

noté (X

t

; V

t

)

t�T

. Une probabilité P sur 
et espa
e telle que 8t 2 [0; T ℄; P

t

= p(t; x; v)dxdv

est solution du problème de martingales non linéaire si p(0; x; v) = f

0

(x; v) et si pour

w(t; x) =

R

R

+

p(t; x; v)dv, 8' 2 C

1;0

b

(R

d

� R

+

),

M

'

t

= '(X

t

; V

t

)� '(X

0

; V

0

)�

Z

t

0

L(w(s;X

s

))'(X

s

; V

s

)ds est une P -martingale lo
ale:

Il est fa
ile de véri�er que la fon
tion p(t; x; v) est alors solution faible de l'équation


inétique (14).

Dans [A2℄, je montre que 
e problème de martingales admet une unique solution. Elle est


onstruite de la façon suivante : la position X évolue suivant un mouvement de vitesse

�

0

(V ) tandis qu'aux instants de sauts (T

k

)

k

d'un pro
essus de Poisson de paramètre �,

le paramètre de vitesse V se redistribue uniformément entre 0 et w(T

k

; X

T

k

) où w est la

densité spatiale de la solution de (14).

Je généralise ensuite en un résultat traje
toriel le résultat de propagation du 
haos pour

les marginales en temps obtenu par Perthame et Pulvirenti [44℄. Le système à n parti
ules

(X

i;n

; V

i;n

); 1 � i � n est 
onstruit à partir de n pro
essus de Poisson de paramètre �

indépendants. L'espa
e R

d

est dé
oupé en 
ellules 
ubiques disjointes de volume j�j. La

position X

i;n

évolue suivant la vitesse �

0

(V

i;n

), tandis qu'aux instants de sauts du ième

pro
essus de Poisson, le paramètre de vitesse V

i;n

se redistribue uniformément entre 0 et

la densité spatiale empirique

P

j 6=i

1

fX

j;n

2�g

=((n � 1)j�j) dans la 
ellule � où se trouve

X

i;n

. Notons que la densité spatiale empirique n'est pas obtenue i
i par la 
onvolution de

la mesure empirique ave
 une fon
tion régulière mais à partir du dé
oupage en 
ellules

plus adapté au problème. Le prin
ipe du passage à la limite est toutefois le même. Lorsque

n! +1, on fait tendre j�j vers 0 (au lieu de �

n

! 0) su�samment lentement pour que

nj�j tende vers l'in�ni, 
ondition qui assure qu'il y a beau
oup de parti
ules dans les


ellules et que la densité empirique est représentative.
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4 Perspe
tives

En dimension d'espa
e d � 2, je n'ai étudié l'appro
he gradient que dans le 
as de l'équa-

tion de 
onservation s
alaire visqueuse [A9℄. La raison est que l'e�et régularisant du terme

��u présent dans 
ette équation rend plus fa
ile le traitement de la singularité du noyau

r
 (où 
 désigne la solution fondamentale du Lapla
ien). Mais nous avons vu que l'ap-

pro
he gradient est formellement envisageable pour l'équation (1) dès lors que � et �

sont C

1

et que pour tout u réel, la matri
e �

0

(u) est symétrique et positive. C'est le 
as

en parti
ulier pour l'équation des milieux poreux �

t

u = �(u

q

) où q > 1. En 2001, dans

le 
adre de leur projet de deuxième année à l'E
ole Nationale des Ponts et Chaussées,

Gildas Guilloux et Sébastien Berthaud ont implémenté sous ma dire
tion la méthode par-

ti
ulaire obtenue pour 
ette équation par l'appro
he gradient. Ils ont validé l'algorithme

sur l'exemple de la solution expli
ite autosimilaire de Barenblatt-Pattle. Ils ont observé

un bon 
omportement numérique, 
e qui 
onstitue une motivation pour 
ommen
er une

étude mathématique de la méthode.

Le travail [A12℄ [C2℄ que nous avons mené ave
 Mireille Bossy trouve un prolongement na-

turel dans l'étude de l'équation de Navier-Stokes in
ompressible 2d posée dans un domaine

borné (ou à l'extérieur d'un domaine borné). Dans le 
as où 
ette équation est posée dans

R

2

, Mar
hioro et Pulvirenti [38℄ et Méléard [40℄ [41℄ ont montré la 
onvergen
e d'approxi-

mations parti
ulaires 
onstruites à partir de l'interprétation probabiliste de l'équation au

tourbillon. Du fait des 
onditions au bord, le 
as d'un domaine borné est plus 
omplexe. Si

on impose une 
ondition de non glissement, il y a 
réation de tourbillons au voisinage du

bord. Le mé
anisme pré
is de 
réation est di�
ile à 
omprendre. Sous 
ette 
ondition de

non glissement, Bena
hour, Roynette et Vallois [10℄ ont donné une interprétation probabi-

liste de l'équation au tourbillon à l'aide d'un pro
essus de bran
hement non linéaire, pour

lequel les bran
hements ont lieu au bord. La méthode parti
ulaire qui dé
oule de 
ette

interprétation s'avère toutefois très di�
ile à implémenter. Essayer d'améliorer la 
om-

préhension et la prise-en-
ompte des 
onditions au bord a�n de 
onstruire un algorithme

plus pratique me semble un problème di�
ile mais très intéressant.

En�n, une des limitations de l'interprétation probabiliste en terme d'équation de Fokker-

Plan
k dé
rite dans 
ette première partie est qu'elle permet de traiter une équation de

la forme (1) mais pas un système d'équations. Le 
as du système de Navier-Stokes 2d

ne 
onstitue pas une ex
eption : le passage à la formulation tourbillon permet de se

ramener à une seule équation. Or la plupart des modèles physiques même simples se

traduisent mathématiquement par des systèmes d'équations. Je pense que trouver un

moyen de dépasser 
ette limitation pour 
onstruire un algorithme parti
ulaire probabiliste

de résolution d'un système simple (p-système ou dynamique des gaz isentropiques par

exemple) 
onstituerait une avan
ée très importante.
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Deuxième partie

Modèles de polymères et d'aérosols

Les deux modèles étudiés dans 
ette partie 
on
ernent les polymères mais sont de natures

assez di�érentes. Le premier dé
rit l'évolution de la taille des aérosols ou des molé
ules de

polymères dans un milieu homogène en présen
e de 
ertains des phénomènes physiques

suivants : 
oagulation, fragmentation, nu
léation, 
ondensation, évaporation. Le se
ond

traite des é
oulements de solutions diluées de polymères.

5 Equations de Smolu
howski

J'ai parti
ipé à deux études sur les équations de 
e type. L'une [P1℄ de nature plut�t théo-

rique vise à obtenir par des te
hniques probabilistes de nouveaux résultats d'existen
e et

d'uni
ité pour l'équation de 
oagulation fragmentation dis
rète. L'autre [C3℄ propose et

valide numériquement un algorithme parti
ulaire probabiliste pour la résolution de l'équa-

tion de 
oagulation 
ontinue en présen
e d'évaporation, de 
ondensation et de nu
léation.

5.1 Equation de 
oagulation fragmentation dis
rète

L'équation de 
oagulation fragmentation dis
rète de Smolu
howski dé
rit l'évolution de

la 
on
entration 


t

(i) de polymères de masse i 2 N

�

dans une solution homogène lorsque

deux polymères de masse j et k 
oagulent au taux K

j;k

= K

k;j

pour former un polymère

de masse j + k tandis qu'un polymère de masse j + k se fragmente au taux F

j;k

= F

k;j

si

j 6= k et

1

2

F

j;j

sinon pour former deux polymères de masses respe
tives j et k

(




0

(i) = 
(i)

�

t




t

(i) =

1

2

P

i�1

j=1

(K

i�j;j




t

(i� j)


t

(j)� F

i�j;j




t

(i))�

P

j2N

�

(K

i;j




t

(j)


t

(i)� F

i;j




t

(i+ j)) :

(16)

Si beau
oup d'études mathématiques ont été 
onsa
rées à (16) en l'absen
e de fragmen-

tation (voir par exemple la synthèse d'Aldous [1℄ ou le travail de Dea
onu et Tanré [23℄

et les référen
es qui y sont 
itées), on en 
onnaît moins sur 
ette équation en présen
e

de 
e phénomène. Du point de vue déterministe, on peut néanmoins 
iter les résultats

de Spouge [52℄, Ball et Carr [6℄ et da Costa [20℄. Du point de vue de l'interprétation

probabiliste, on peut mentionner les travaux de Guias [27℄ et de Jeon [32℄.

Dès lors que la masse totale

P

i2N

�

i
(i) est �nie, il n'est pas restri
tif de supposer qu'elle

est égale à 1 puisque 


t

est solution de l'équation (16) si et seulement si 


t

=

P

i2N

�

i
(i) est

solution de l'équation de 
oagulation fragmentation obtenue en multipliant le noyau de


oagulation par

P

i2N

�

i
(i) et en divisant la 
ondition initiale par 
ette quantité. Comme

à la fois lors des 
oagulations fj; kg ! j+k et des fragmentations j+k ! fj; kg la masse

est 
onservée, d'un point de vue probabiliste il est naturel de s'intéresser à l'évolution de

la distribution de masse p

t

(i) = i


t

(i). En utilisant la symétrie des noyaux K et F , on
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obtient que 


t

est solution de (16) si et seulement si p

t

est solution de l'équation dite de

transfert de masse :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

p

0

(i) = i
(i)

�

t

p

t

(i) =

P

i�1

j=1

�

K

i�j;j

j

p

t

(i� j)p

t

(j)�

(i�j)F

i�j;j

i

p

t

(i)

�

�

P

j2N

�

�

K

i;j

j

p

t

(j)p

t

(i)�

iF

i;j

i+j

p

t

(i+ j)

�

(17)

Ce lien a d'abord été mis en éviden
e et exploité par Babovski [5℄ dans le 
as de l'équation

de 
oagulation dis
rète (F

j;k

� 0) puis par Eibe
k et Wagner [24℄ dans le 
as de l'équation

de 
oagulation générale où les masses des polymères prennent n'importe quelle valeur

positive (voir également les travaux de Dea
onu, Fournier et Tanré [21℄ et [22℄). Tous 
es

auteurs se sont intéressé à l'interprétation probabiliste de 
ette équation de transfert de

masse en l'absen
e de fragmentation.

Dans [P1℄, dans di�érents 
adres d'hypothèses sur les noyaux de 
oagulation et de frag-

mentation K et F et sur la 
ondition initiale 
, je 
onstruis des pro
essus de sauts non

linéaires tels que les marginales en temps de leur loi fournissent une solution de (17).

Certains de 
es pro
essus sont obtenus à partir de systèmes de parti
ules en intera
tion

simulables en faisant tendre le nombre de parti
ules vers l'in�ni. En utilisant le lien entre

l'équation de transfert de masse (17) et l'équation de Smolu
howski (16), je déduis des

résultats d'existen
e et d'uni
ité qui semblent nouveaux pour 
ette dernière équation.

5.2 Modélisation des aérosols dans l'atmosphère

L'évolution des aérosols est un point 
lé dans la modélisation de l'atmosphère. Beau
oup

de 
onséquen
es de la présen
e d'aérosols, 
omme les propriétés optiques ou les réper
us-

sions en termes de santé publique dépendent de la loi des tailles d'aérosols présents. C'est

pourquoi, il est important de modéliser 
orre
tement les di�érents pro
essus physiques

auxquels les aérosols sont soumis : la 
oagulation, la 
ondensation-évaporation et la nu-


léation. L'équation dite de la dynamique générale dé
rit l'évolution de la 
on
entration


(t; x) d'aérosols de volume x � x

0

(x

0

est le volume de nu
léation i.e. le plus petit volume

pour lequel un aérosol est stable) à l'instant t en présen
e de 
es trois phénomènes :

�

t


(t; x) =

1

2

Z

x�x

0

x

0

K(y; x� y)
(t; y)
(t; x� y)� 
(t; x)

Z

1

x

0

K(x; y)
(t; y)dy

� �

x

(I(t; x)
(t; x)) + J

0

(t)Æ

x

0

; x � x

0

(18)

Cette équation est obtenue en ajoutant à l'équation de 
oagulation 
ontinue de Smolu-


howski

� un terme de 
ondensation-évaporation : les aérosols de volume x vont avoir tendan
e à

grossir ou à maigrir suivant que I(t; x) est positif ou non.

� un terme de nu
léation i.e. de 
réation d'aérosols de volume x

0

au taux J

0

(t).

Le noyau de 
oagulation est toujours supposé symétrique : K(x; y) = K(y; x).

Les méthodes numériques généralement proposées pour traiter le terme de 
oagulation

dans le domaine de la modélisation atmosphérique sont des méthodes dites de �size-

binning� qui 
onsistent à dis
rétiser l'espa
e des volumes en plusieurs intervalles et à
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intégrer la 
on
entration d'aérosol sur 
ha
un de 
es intervalles (voir par exemple [31℄). Il

faut ensuite déduire de l'équation de départ une équation appro
hée pour l'évolution de


es 
on
entration intégrées 
e qui explique les problèmes de 
onvergen
e ren
ontrés par


es méthodes.

Dans [C3℄, ave
 Edouard Debry et Bruno Sportisse, nous proposons un algorithme par-

ti
ulaire sto
hastique basé sur l'interprétation probabiliste de l'équation de transfert de

volume satisfaite par p(t; x) = x
(t; x) lorsque 
 véri�e l'équation de la dynamique géné-

rale :

�

t

p(t; x) =

Z

x�x

0

x

0

K(y; x� y)

x� y

p(t; y)p(t; x� y)� p(t; x)

Z

1

x

0

K(x; y)

y

p(t; y)dy

� �

x

(I(t; x)p(t; x)) +

I(t; x)

x

p(t; x) + x

0

J

0

(t)Æ

x

0

:

Si 
ette transformation rend le terme de 
oagulation 
onservatif, elle fait en revan
he

apparaître le terme (I(t; x)=x)p(t; x) qui se traite par dupli
ation ou suppression des

parti
ules existantes suivant que I(t; x) est positif ou négatif.

Nous validons l'algorithme en l'absen
e de nu
léation x

0

= 0 dans le 
as parti
ulier d'un

noyau de 
oagulation 
onstant K(x; y) = � et d'une 
ondensation linéaire I(t; x) = 
x où

il existe une solution analytique pour l'équation de la dynamique générale.

6 Etude d'une méthode 
ouplée EDS/EDP pour la si-

mulation mi
ro/ma
ro des solutions diluées de poly-

mères

Les solutions de polymères sont des �uides non-newtoniens : les 
ontraintes subies par un

élément de �uide dépendent de l'histoire des déformations de 
et élément. Pour dé
rire

l'é
oulement d'une telle solution dans l'appro
he de la mé
anique des milieux 
ontinus, on

a don
 besoin d'une équation 
onstitutive qui relie le tenseur des 
ontraintes à l'histoire

des déformations en plus des équations de 
onservation de la masse et de la quantité de

mouvement. Pour é
rire 
ette équation au niveau ma
ros
opique, il est né
essaire de faire

une approximation dite de 
l�ture.

Une alternative à l'introdu
tion 
ontestable de 
ette approximation de 
l�ture 
onsiste à

utiliser un modèle 
inétique qui donne une des
ription plus ou moins grossière de l'évo-

lution des 
onformations des molé
ules de polymères au niveau mi
ros
opique. Chaque

élément de �uide 
ontient un grand nombre de molé
ules de polymères qui peuvent être

dé
rites par la distribution de probabilité de leurs 
onformations. L'é
oulement ma
ro-

s
opique altère les 
onformations tandis que les 
ontraintes subies par un élément de

�uide sont liées à la distribution mi
ros
opique des 
onformations de polymères dans 
et

élément. Le modèle 
inétique est spé
i�é au travers de l'équation de Fokker-Plan
k qui

gouverne l'évolution le long de l'é
oulement de la distribution de probabilité des 
onfor-

mations. Le tenseur des 
ontraintes s'exprime alors 
omme l'espéran
e d'une fon
tion des


onformations.

Plut�t que de résoudre l'équation de Fokker-Plan
k, on peut évaluer 
ette espéran
e par

la méthode de Monte-Carlo : il su�t de 
al
uler la moyenne des 
ontributions d'un grand
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Fig. 1 � Pro�l de vitesse dans un é
oulement 
isaillé d'une solution diluée de polymères.

nombre de réalisations de la solution de l'équation di�érentielle sto
hastique qui dé
rit

l'évolution aléatoire de la 
onformation d'un polymère. Cette idée est à la base des mé-

thodes de type CONNFFESSIT (Cal
ulation of Non-Newtonian Fluids : Finite Elements

and Sto
hasti
 Simulation Te
hniques) introduites dans les années 1990 (voir entre autres

[35℄ [28℄).

Dans [P3℄, ave
 Claude Le Bris et Tony Lelièvre, nous nous intéressons à l'analyse nu-

mérique d'une telle méthode appliquée au 
as très simple d'un é
oulement 
isaillé 2D du

type plan de Couette pour une solution diluée de polymères. Le problème est 
elui dé-


rit par Bonvin et Pi
asso [11℄. Le �uide initialement à l'équilibre est 
on�né entre deux

plans d'équations respe
tives x = 0 et x = 1. Ces plans sont mis en mouvement ave


des vitesses respe
tives f

0

(t) et f

1

(t) normales à l'axe des x. Comme la vitesse u(t; x) à

l'instant t du �uide à distan
e x du plan inférieur est normale à l'axe des x et que la

dépendan
e spatiale des grandeurs physiques se réduit à x, l'équation de 
onservation de

la quantité de mouvement au niveau ma
ros
opique est uni-dimensionnelle et linéaire (le

terme non-linéaire d'adve
tion est nul) :

(

�

t

u(t; x)� �

2

x

u(t; x) = �

x

�(t; x) + f

ext

(t; x)

u(0; x) = u

0

(x); u(t; 0) = f

0

(t); u(t; 1) = f

1

(t):

(19)

L'équation de 
onservation de la masse i.e. le fait que le 
hamps de vitesse est à divergen
e

nulle est automatiquement satisfaite. Le terme f

ext

représente une for
e extérieure tandis

que le tenseur des 
ontraintes �(t; x) est obtenu à partir du modèle mi
ros
opique Hookean

Dumbbell :

8

>

>

<

>

>

:

�(t; x) = E (X(t)Y (t; x))

dX(t) = �

X(t)

2

dt+ dV

t

; X(0) = X

0

dY (t; x) =

�

�

x

u(t; x)X(t)�

Y (t;x)

2

�

dt+ dW

t

; Y (0; x) = Y

0

(20)

où (V

t

;W

t

) est un mouvement brownien bidimensionnel indépendant des 
onditions ini-

tiales X

0

et Y

0

qui sont supposées gaussiennes 
entrées réduites indépendantes, 
e qui

traduit que l'on part de l'équilibre. La loi du 
ouple de variables aléatoires (X(t); Y (t; x))

représente la distribution des 
onformations des molé
ules de polymères à l'instant t aux

27



points à distan
e x du plan inférieur. Une molé
ule de polymère est modélisée 
omme une

haltère ou Dumbbell en anglais d'élongationX suivant l'axe des x et Y suivant sa normale.

Elle subit une for
e de rappel linéaire d'origine entropique (termes en �

X

t

2

dt et �

Y

t

2

dt),

une for
e de trainée due au mouvement ma
ros
opique du solvant (terme �

x

u(t; x)X(t)dt)

et une for
e Brownienne (termes en dV

t

et dW

t

) qui résulte des 
ollisions ave
 les molé-


ules du solvant soumises à l'agitation thermique. Il faut noter que le problème (19)+(20)

a un équivalent purement ma
ros
opique : en e�et, on exprime fa
ilement E (X(t)Y (t; x))


omme une intégrale de �

x

u(s; x) en la variable temporelle s. Il est possible de dis
réti-

ser 
e modèle ma
ros
opique déterministe sans simuler les Dumbbells. L'étude que nous

avons menée dans [P3℄ est une première étape vers l'analyse de modèles mi
ro/ma
ro plus


omplexes qui ne possèdent pas d'équivalent ma
ros
opique 
omme par exemple le modèle

FENE où les dumbbells sont soumis à une for
e de rappel explosive qui les empê
he de

dépasser une 
ertaine élongation limite.

Pour étudier 
e système, nous nous ramenons à des 
onditions de Diri
hlet homogènes

sur la vitesse u(t; 0) = u(t; 1) = 0 en retran
hant les quantités adéquates à Y (t; x) et

f

ext

(t; x).

Il faut noter que l'équation sur X(t) ne fait pas intervenir les autres variables u et

Y et admet une unique solution. Cette 
onstatation faite, nous montrons que lorsque

u

0

2 L

2

x

et f

ext

2 L

1

t

(L

2

x

), il existe une unique solution faible u 2 L

1

t

(L

2

x

) \ L

2

t

(H

1

0;x

) et

Y 2 L

1

t

(L

2

x

(L

2

!

)) (! désigne l'élément générique de l'espa
e de probabilité sous-ja
ent) du

problème (19)+(20) sur l'intervalle de temps [0; T ℄ (où T > 0) au sens suivant : l'équation

en u est véri�ée 
ontre toute fon
tion test de H

1

0;x

(℄0; 1[) et l'équation en Y est véri�ée

pour presque tout x et presque tout !. L'existen
e est prouvée par la méthode de Galer-

kin. Comme le problème est �presque� linéaire, l'uni
ité dé
oule fa
ilement de l'estimée

d'énergie que nous obtenons.

Dans la méthode numérique CONNFFESSIT, le problème (19)+(20) est dis
rétisé à trois

niveaux : en espa
e, en temps et l'espéran
e qui dé�nit le tenseur des 
ontraintes est ap-

pro
hée par la méthode de Monte-Carlo. Les vitesses sont 
her
hées dans un espa
e d'élé-

ments �nis P1 ave
 un pas de dis
rétisation en espa
e h. On subdivise l'intervalle de temps

(0; T ) ave
 un pas �t. En�n, on 
onsidère n réalisations des Dumbbells (X

i

; Y

i;j

)

1�i�n

dans l'élément �ni d'indi
e 1 � j � 1=h et on appro
he le tenseur des 
ontraintes dans


et élément par

1

n

P

n

i=1

X

i

Y

i;j

. Notons que pour établir un lien ave
 la partie I, on peut

voir les n 
hamps de Dumbells (X

i

; Y

i;1

; Y

i;2

; : : : ; Y

i;1=h

)

1�i�n


omme un système de par-

ti
ules di�usives en intera
tion faible du fait du 
ouplage introduit par la dis
rétisation

de l'équation de 
onservation ma
ros
opique de la quantité de mouvement (19).

Le résultat prin
ipal de [P3℄ est le suivant : sous des hypothèses un peu plus restri
tives

sur u

0

et f

ext

, nous majorons la di�éren
e aux instants de dis
rétisation entre le 
hamp

de vitesse (resp. 
hamp de 
ontrainte) limite et son approximation dans L

2

x

(L

2

!

) (resp.

L

1

x

(L

1

!

)) par C

�

h+�t +

1

p

n

�

. La preuve 
onsiste à introduire su

essivement les trois

niveaux de dis
rétisation. Le passage du problème limite au problème semi-dis
rétisé en

espa
e donne une 
ontribution en O(h), 
elui du problème semi-dis
rétisé en espa
e au

problème semi-dis
rétisé en espa
e et en temps donne une 
ontribution en O(Æt). En�n

l'utilisation de la méthode Monte-Carlo introduit un terme en O(Æt + 1=

p

n).
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7 Perspe
tives

Comme au niveau mi
ros
opique, à la fois lors des 
oagulations fj; kg ! j + k et des

fragmentations j + k ! fj; kg la masse est 
onservée, on s'attend à 
e qu'au niveau

ma
ros
opique la masse totale

P

i2N

�

i


t

(i) des solutions de l'équation de 
oagulation

fragmentation dis
rète (16) soit 
onservée. En l'absen
e de fragmentation (F

j;k

� 0),

dans le 
as de la 
ondition intitiale 
(i) = 1

fi=1g

et du noyau de 
oagulation quadratique

K

j;k

= (Aj+B)(Ak+B) où A > 0 et B � 0, Leyvras et Ts
hudi [36℄ ont 
onstruit une solu-

tion expli
ite dont la masse totale dé
roît après le temps t = 1=(A

2

+AB). Ce phénomène

de transition de phase appelé géli�
ation s'interprète 
omme la formation d'un �polymère

de taille in�nie�. A ma 
onnaissan
e, le seul résultat mathématique de portée générale


on
ernant l'existen
e de solutions gélives pour (16) est 
elui de Jeon [32℄ sous les hypo-

thèses F

j;k

� 0, K

j;k

� �(ij)

�

ave
 � > 0 et 1=2 < � < 1, et lim

j+k!+1

K

j;k

=(j + k) = 0.

Le problème ouvert de l'existen
e de solutions gélives en présen
e de fragmentation me

semble un sujet d'étude intéressant. D'un point de vue plus appliqué, étendre l'interpréta-

tion probabiliste développée dans [P1℄ au 
as de l'équation de 
oagulation fragmentation

générale où la masse d'un polymère peut prendre n'importe quelle valeur positive, ou au


as non-homogène en espa
e où les 
on
entrations dépendent de la position et les poly-

mères sont transportés par un 
hamp de vitesse donné, pourrait permettre de développer

des méthodes parti
ulaires pour résoudre 
es équations.

Con
ernant la modélisation des aérosols dans l'atmosphère, Edouard Debry et Bruno Spor-

tisse sont en train de développer une méthode de résolution déterministe pour l'équation

de la dynamique générale (18). Dans un premier temps, l'algorithme probabiliste pré-

senté plus haut va servir de référen
e pour valider 
ette méthode déterministe. Dans un

se
ond temps, nous envisageons d'e�e
tuer des 
omparaisons numériques entre les deux

appro
hes, un peu dans l'esprit du travail de Bossy, Fezoui et Piperno [13℄ 
on
ernant

l'équation de Burgers.

En�n, dans le domaine des méthodes 
ouplées EDP/EDS pour la simulation mi
ro/ma
ro

des solutions diluées de polymères, le modèle mi
ros
opique Hookean Dumbbell (20) est

trop simple pour rendre 
ompte des résultats expérimentaux de façon satisfaisante. Le

modèle FENE (Finitely Extensible Nonlinear Elasti
) limite l'élongation des Dumbells à

b > 0 en remplaçant la for
e de rappel linéaire (�X=2;�Y=2) par une for
e qui explose

lorsque X

2

+ Y

2

s'appro
he de b

2

. Même si les molé
ules de polymères sont toujours

représentées très grossièrement 
omme des haltères, 
e modèle permet par exemple de

reproduire numériquement le phénomène d'hysteresis observé dans l'expérien
e d'élonga-

tion/relaxation d'un �lament de solution [51℄. Reprendre l'étude que nous avons menée

dans [P3℄ sans 
hanger la géométrie de l'é
oulement mais en remplaçant au niveau mi
ro-

s
opique le modèle Hookean Dumbbell (20) par les équations du modèle FENE

8

>

>

<

>

>

:

�(t; x) = E

�

X(t;x)Y (t;x)

1�(X

2

(t;x)+Y

2

(t;x))=b

2

�

dX(t; x) = �

1

2

X(t;x)

1�(X

2

(t;x)+Y

2

(t;x))=b

2

dt+ dV

t

; X(0; x) = X

0

dY (t; x) =

�

�

x

u(t; x)X(t; x)�

1

2

Y (t;x)

1�(X

2

(t;x)+Y

2

(t;x))=b

2

�

dt+ dW

t

; Y (0; x) = Y

0

me semble don
 un obje
tif raisonnable à 
ourt terme. A plus long terme, il serait souhai-

table de mener l'analyse numérique dans le 
as d'un é
oulement vraiment bidimensionnel.
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Troisième partie

Prix d'options améri
aines plongés

dans des prix d'options européennes

Dans le modèle de Bla
k-S
holes, si on note t la durée entre l'instant 
ourant et l'é
héan
e

et x le 
ours du sous-ja
ent, le prix de l'option européenne de fon
tion de payo� 
ontinue

' : R

�

+

! R

+

est donné par

v

'

(t; x) = E

�

e

�rt

'(xe

�W

t

+(r��

2

=2)t

�

où W est un mouvement Brownien. Il se 
al
ule don
 fa
ilement 
omme une intégrale. La

fon
tion de prix v

'

est solution de l'équation de Bla
k-S
holes

(

�

t

v

'

= Av

'

; (t; x) 2 R

�

+

� R

�

+

v

'

(0; x) = '(x); x > 0

où Af(x) =

�

2

x

2

2

f

00

(x) + rxf

0

(x)� rf(x).

Le prix de l'option améri
aine de fon
tion de payo� 
ontinue  : R

�

+

! R

+

est égal à

v

am

 

(t; x) = sup

��t

E

�

e

�r�

 (xe

�W

�

+(r��

2

=2)�

)

�

où le supremum porte sur l'ensemble des temps d'arrêt � de la �ltration du mouvement

Brownien W majorés par t. En dehors des 
as parti
ulier où la fon
tion de payo� est

A-surharmonique (alors v

am

 

= v

 

) ou A-sousharmonique (alors v

am

 

(t; x) =  (x)), on ne

sait pas en général donner une formule fermée pour 
e prix. D'un point de vue analytique,

la fon
tion v

am

 

est solution de l'inéquation aux dérivées partielles

(

max

�

 (x)� v

am

 

(t; x); (A� �

t

)v

am

 

(t; x)

�

= 0; (t; x) 2 R

�

+

� R

�

+

v

am

 

(0; x) =  (x); x > 0:

Ainsi l'espa
e R

+

� R

�

+

des valeurs de (t; x) se sépare en deux régions : la zone d'exer
i
e

où v

am

 

(t; x) =  (x) et la zone de 
ontinuation où v

am

 

(t; x) >  (x) et la fon
tion v

am

 

satisfait l'équation de Bla
k-S
holes �

t

v

am

 

= Av

am

 

.

Au vu de 
es propriétés, on peut se demander si 
onnaissant la fon
tion de prix v

'

(t; x)

de l'option européenne de payo� ', on peut identi�er un payo�  tel que dans la zone

de 
ontinuation de l'option améri
aine 
orrespondante on ait v

am

 

(t; x) = v

'

(t; x). Ave


Claude Martini [A7℄, nous donnons une réponse positive à 
ette question dans le 
as

où il existe une fon
tion 
ontinue

^

t : R

�

+

! [0;+1℄ telle que 8x > 0; v

'

(

^

t(x); x) =

inf

t�0

v

'

(t; x) (
onvention v

'

(1; x) = lim inf

t!+1

v

'

(t; x)). Sous 
ette hypothèse, nous

avons montré que la fon
tion de prix de l'option améri
aine de payo� '̂(x) = inf

t�0

v

'

(t; x)

est plongée dans 
elle de l'option européenne de payo� '(x) au sens où

v

am

'̂

(t; x) = v

'

(t _

^

t(x); x):
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Cette égalité est en parti
ulier satisfaite dans la zone de 
ontinuation f(t; x) : t >

^

t(x); v

'

(t; x) > '̂(x)g de l'option améri
aine.

La validité du résultat pré
édent dépasse le 
adre du modèle de Bla
k-S
holes. Mais

l'intérêt de 
e modèle est qu'il permet des 
al
uls expli
ites. Sur des exemples de payo�

' pour lesquels l'hypothèse d'existen
e d'une 
ourbe 
ontinue en l'argument de l'in�mum

est véri�ée nous obtenons des payo�s modi�és '̂ qui ne sont ni A-surharmoniques ni

A-sousharmoniques et nous expli
itons la fon
tion de prix améri
aine 
orrespondante.

Même si au
une des fon
tions de payo� '̂ obtenues n'est négo
iée dans la pratique, 
es

exemples peuvent servir de 
as tests pour les méthodes numériques dédiées au 
al
ul des

prix d'options améri
aines.

Par ailleurs, nous donnons également un exemple où l'hypothèse d'existen
e d'une 
ourbe


ontinue en l'argument de l'in�mum n'est pas satisfaite et où la fon
tion de prix de l'option

améri
aine de payo� '̂ n'est pas plongée dans la fon
tion v

'

.

En�n, nous montrons un résultat d'inje
tivité de l'appli
ation qui à un payo� ' pour

lequel l'hypothèse est satisfaite asso
ie le payo� modi�é '̂. La 
ara
térisation de l'image

de 
ette appli
ation reste en revan
he un problème ouvert.

Dans [A10℄, toujours ave
 Claude Martini, nous appliquons 
e résultat théorique pour dé-

velopper de nouvelles approximations du prix du put améri
ain qui 
orrespond au payo�

très important en pratique Put(x) = (K�x)

+

. Il n'y a pas de formule fermée pour 
e prix.

En revan
he, on 
onnaît sa limite pour t! +1 appelée prix du put perpétuel ainsi que

la forme de la zone de 
ontinuation qui est donnée par f(t; x) : t >

~

t(x)g où la frontière

d'exer
i
e

~

t : R

�

+

! [0;+1℄ est une fon
tion 
ontinue valant 0 pour x � K et +1 pour

x � 2rK=(2r + �

2

) et stri
tement dé
roissante sur [2rK=(2r + �

2

); K℄.

Nous paramétrisons ' en supposant que A' est une mesure sur R

�

+

de manière à 
e

que �

t

v

'

(t; x) = Av

'

(t; x) s'exprime simplement 
omme v

A'

(t; x) (par 
ommutation

du générateur in�nitésimal et du semi-groupe). Ce 
hoix est utile pour étudier '̂(x) =

inf

t�0

v

'

(t; x) du fait des 
onditions de minimalité d'Euler. Nous obtenons des 
onditions

né
essaires sur la mesure A' pour que la limite lorsque t! +1 de v

'

(t; x) soit égale au

prix du Put perpetuel et que

^

t et '̂(x) aient des propriétés qualitatives analogues à 
elles

de

~

t et (K � x)

+

. Ces 
onditions né
essaires s'avèrent su�santes pour appliquer notre

résultat de plongement.

Constatant que nous ne pouvons obtenir '̂(x) � (K � x)

+

à partir de notre 
lasse de

payo�s européens ', nous développons une méthode numérique d'approximation du prix

du put améri
ain. Cette méthode 
onsiste à se restreindre à un sous-espa
e de dimension

�nie pour les mesures A' et à séle
tionner numériquement 
elle qui minimise une version

dis
rète de k'̂(x)� (K�x)

+

k

1

. Elle fournit de bons résultats même si d'autres méthodes

proposées dans la littérature, notamment dans [33℄ [17℄, semblent plus performantes et sera

intégrée dans la pro
haine version du logi
iel PREMIA [L℄. Son gros avantage est qu'une

fois la fon
tion de payo� optimale '

�

séle
tionnée, le 
al
ul du delta �

x

v

'

�

(t; x) de l'option

européenne 
orrespondante est très fa
ile ; 
e delta fournit bien sûr une approximation de

la quantité d'a
tif risqué à détenir pour 
ouvrir le put améri
ain.

Il est possible d'envisager des prolongements à la fois théoriques et pratiques à 
e travail.

Comme 
ela a déjà été mentionné, le problème de la 
ara
térisation de l'image par la

transformation ' ! '̂ de l'ensemble des payo�s européens ' qui satisfont l'hypothèse

d'existen
e d'une 
ourbe 
ontinue en l'argument de l'in�mum est ouvert. En parti
ulier,

nous n'avons pas tran
hé la question de savoir si la fon
tion de prix du Put améri
ain peut
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être plongée dans la fon
tion de prix d'une option européenne. Comme la paramétrisation

de ' utilisée dans [A10℄ est peu restri
tive, le fait que nous n'obtenons pas le payo� du

Put dans l'image de 
ette 
lasse paramétrique nous laisse 
onje
turer que la réponse est

négative.

D'un point de vue plus pratique, le 
al
ul du prix et de la 
ouverture des options améri-


aines qui portent sur un grand nombre de sous-ja
ents (dimension grande) est un pro-

blème important pour lequel des méthodes de type Monte-Carlo ont été développées

ré
emment. Le résultat de plongement obtenu dans [A7℄ reste valable pour des généra-

lisations multi-dimensionnelles du modèle de Bla
k-S
holes. Il serait intéressant de voir

s'il peut permettre de 
onstruire de nouvelles méthodes numériques dans 
e 
adre multi-

dimensionnel.

Quatrième partie

En
adrement, animation et valorisation

de la re
her
he

J'en
adre depuis avril 2000 la thèse de Laurent Nguyen dans le domaine des mathéma-

tiques �nan
ières. Cette thèse qui fait l'objet d'une 
onvention CIFRE ave
 le Crédit

Industriel et Commer
ial est 
onsa
rée au problème de la 
alibration de modèle : il s'agit

de trouver un modèle d'a
tif 
ompatible ave
 les prix observés sur le mar
hé des options

liquides qui portent sur 
et a
tif. Dans [A8℄, nous avons montré la 
onvergen
e de la mé-

thode de 
alibration de type Monte-Carlo introduite dans [4℄ dans le 
as où on impose

que les prix de mar
hé qui servent à 
alibrer soient reproduits de façon exa
te. Depuis,

Laurent Nguyen a travaillé sur le théorème de la limite 
entrale asso
ié à 
e résultat de


onvergen
e puis sur le 
as où on tolère que les prix de mar
hé de référen
e soient seule-

ment reproduits de façon appro
hée. Il devrait ensuite s'intéresser à la question suivante

qui est importante en pratique : 
omment assurer que le prix d'une option 
al
ulé ave
 le

modèle 
alibré est 
ompatible ave
 les prix de mar
hé des options de référen
e au sens où

on ne peut pas 
onstruire d'arbitrage à partir de l'ensemble de 
es options ?

Je parti
ipe également ave
 Claude Le Bris à l'en
adrement de la thèse que Tony Lelièvre

débute sur les problèmes mathématiques et numériques posés par la simulation d'é
oule-

ments de �uides polymériques. Le travail [P3℄ est un prolongement du stage de DEA que

Tony Lelièvre a e�e
tué au printemps 2000.

Depuis plusieurs années, j'en
adre aussi régulièrement des stages ou des mémoires 
onsa-


rés à la mise-en-÷uvre informatique des méthodes parti
ulaires dont j'étudie la 
onver-

gen
e :

� pendant le stage qu'il a e�e
tué au printemps 1997 dans le 
adre du DEA Analyse et

Systèmes Aléatoires de l'Université de Marne-la-Vallée, Frédéri
 Ksas a mené une étude

numérique de l'appro
he 
inétique [45℄ [44℄ [A2℄ dans le 
as parti
ulier de l'équation de

Burgers �

t

u+ �

x

(u

2

=2) = 0, pour laquelle on dispose de solutions expli
ites.

� dans le 
adre de son stage s
ienti�que de première année à l'E
ole Nationale des Ponts

et Chaussées, d'avril à juillet 1999, Sandrine Desjardins a 
omparé l'appro
he gradient
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et l'appro
he dire
te dans le 
as de l'équation de Burgers visqueuse et implémenté

l'appro
he gradient dans le 
as de l'équation des milieux poreux 1d et 
elui d'une

équation de 
onservation s
alaire visqueuse 2d. Pour 
e travail, elle a obtenu le prix du

meilleur stage s
ienti�que 1999 dé
erné par la fondation de l'E
ole des Ponts.

� le projet de se
onde année de l'ENPC e�e
tué en 2001 par Gildas Guilloux et Sébastien

Berthaud a 
onsisté en la validation sur la solution expli
ite de Barenblatt-Pattle de la

méthode parti
ulaire de type gradient appliquée à l'équation des milieux poreux 2d et

à la parallèlisation de 
ette méthode.

En�n, dans le domaine des 
ontrats industriels, j'ai mené ave
 Bernard Lapeyre en 1998

une étude pour le 
ompte d'EDF portant sur la possibilité de 
onstruire un indi
ateur de

risque à partir des in
idents relevés dans les 
entrales nu
léaires. La 
ommuni
ation [C1℄

est issue de 
ette étude. Je parti
ipe également au développement du logi
iel de 
al
ul de

prix et de 
ouvertures d'options PREMIA [L℄. Ce logi
iel est développé au sein du projet

Math� dont je fais partie et qui est 
ommun à l'INRIA, à l'ENPC et à l'Université de

Marne-la-Vallée. Il est �nan
é par un 
onsortium qui regroupe le Crédit Agri
ole Indosuez,

le Crédit Lyonnais, la Caisse Commer
iale des Banques Populaires, l'Union Européenne du

Crédit Industriel et Commer
ial, la Caisse des Dép�ts et Consignations, la BNP-Paribas et

Ele
tri
ité De Fran
e. Outre la réda
tion de do
umentations, je parti
ipe essentiellement

en en
adrant des stages 
onsa
rés à la mise-en-÷uvre de méthodes numériques tirées

d'arti
les de re
her
he ré
ents qui sont ensuite intégrées dans PREMIA :

� stage s
ienti�que de première année de l'ENPC de Paul Stra
hman 
onsa
ré aux mé-

thodes de Ju [33℄ et de Carr [19℄ pour le put améri
ain (1999)

� stage de �n d'études de l'Institut Galilée de Youssef Itribe 
onsa
ré à la méthode bin�-

miale de Rogers et Stapelton [47℄ pour les options à barrières (2000)

� stage s
ienti�que de Jér�me Hugueny 
onsa
ré à la méthode LUBA de Broadie et

Detemple [17℄ pour le put améri
ain (2000)

� projet de �n d'étude de Sophie Deborggraeve (Institut Galilée) sur la méthode de Zhang

[56℄ pour les options européennes sur moyenne (2000)

� stage s
ienti�que de Jean-François Bergez 
onsa
ré à la méthode de Ben Ameur, Breton

et L'E
uyer [8℄ pour les options améri
aines sur moyenne et à la méthode de Rogers

[46℄ pour les options améri
aines.

J'organise également depuis septembre 2000 le groupe de travail du projet Math�, dont le

but est de présenter les arti
les qui traitent de méthodes sus
eptibles d'être implémentées

dans PREMIA.
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